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Prefacio

Este texto cobre o material para um curso de um semestre de Introducao a Algebra Linear ou de Algebra Linear
Matricial. O texto pode, mas néo é necessério, ser acompanhado um programa como o MATLAB® *, SciLab ou
0 Maxima.

O contetido é dividido em sete capitulos. O Capitulo 1 trata das matrizes e sistemas lineares. Aqui todas as
propriedades da algebra matricial sio demonstradas. A resolucdo de sistemas lineares é feita usando somente
o método de Gauss-Jordan (transformando a matriz até que ela esteja na forma escalonada reduzida). Este
método requer mais trabalho do que o método de Gauss (transformando a matriz, apenas, até que ela esteja na
forma escalonada). Ele foi o escolhido, por que também é usado no estudo da inversao de matrizes no Capitulo
2. Neste Capitulo é também estudado o determinante, que é definido usando cofatores. As demonstragdes dos
resultados deste capitulo podem ser, a critério do leitor, feitas somente para matrizes 3 x 3.

O Capitulo 3 trata de vetores no plano, no espago e no R". Os vetores sdo definidos inicialmente de forma
geomeétrica, assim como a soma e a multiplicagdo por escalar. Sdo provadas algumas propriedades geometri-
camente. Depois sdo introduzidos sistemas de coordenadas de forma natural sem a necessidade da definigdo

*MATLAB® ¢ marca registrada de The Mathworks, Inc.
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viii Conteddo

de base. O produto escalar é definido também geometricamente. Sdo estudados também retas e planos no
espago. Depois, o conceito de vetor é generalizado para o R". O conceito de dependéncia e independéncia
linear é introduzido de forma algébrica, acompanhado da interpretagdo geométrica para os casos de R? e R3.

No Capitulo 4 sdo tratados os conceitos de subespacos e de base de subespacos. Sao estudados os espacos linha
e coluna de uma matriz e o seu posto. Ao final do capitulo os Espacos Vetoriais Abstratos sdo definidos. No
Capitulo 5 sdo abordados o produto escalar e bases ortonormais. Além de subespagos ortogonais e quadrados
minimos.

Transformagoes Lineares de R" em R sdo estudadas no Capitulo 6. O Capitulo 7 traz um estudo da
diagonalizacdo de matrizes em geral e a diagonalizacdo de matrizes simétricas através de uma matriz orto-
gonal. E feita uma aplicagdo ao estudo das se¢des conicas.

Os exercicios estdo agrupados em trés classes. Os “Exercicios Numéricos”, que contém exercicios que sao
resolvidos fazendo cdlculos, que podem ser realizados sem a ajuda de um computador ou de uma maquina
de calcular. Os “Exercicios Tedricos”, que contém exercicios que requerem demonstragdes. Alguns sdo sim-
ples, outros sdo mais complexos. Os mais dificeis complementam a teoria e geralmente sdo acompanhados
de sugestoes. Os “Exercicios usando o MATLAB®”, que contém exercicios para serem resolvidos usando o
MATLAB® ou outro software. Os comandos necessarios a resolucio destes exercicios sdo também forneci-
dos juntamente com uma explicacdo rdpida do uso. Os exercicios numéricos sdo imprescindiveis, enquanto a
resolucdo dos outros, depende do nivel e dos objetivos pretendidos para o curso.

O MATLAB® ¢ um software destinado a fazer calculos com matrizes (MATLAB® = MATrix LABoratory). Os
comandos do MATLAB® sao muito préximos da forma como escrevemos expressdes algébricas, tornando mais
simples o seu uso. Podem ser incorporados as rotinas pré-definidas, pacotes para calculos especificos. Um
pacote chamado gaal com fungdes que sdo direcionadas para o estudo de Geometria Analitica e Algebra
Linear pode ser obtido na web na pagina do autor, assim como um texto com uma introducdo ao MATLAB®
e instrugdes de como instalar o pacote gaal. O MATLAB® nao é um software gratuito, embora antes a versdo
estudante vinha gratis ao se comprar o guia do usudrio. Atualmente o SciLab é uma alternativa gratuita, mas
que nao faz célculo simbdlico. O Maxima é um programa de computagdo algébrica gratuito. Ambos podem
ser usados como ferramenta auxiliar na aprendizagem de Algebra Linear. Na pagina do autor na web podem
ser encontrados pacotes de funcdes para estes programas além de links para as paginas do SciLab e do Maxima

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



Preficio ix

e varias pédginas interativas que podem auxiliar na aprendizagem.

No fim de cada capitulo temos um “Teste do Capitulo”, onde o aluno pode avaliar os seus conhecimentos. Os
Exercicios Numéricos e os Exercicios usando o MATLAB® estao resolvidos ap6s o tltimo capitulo utilizando o
MATLAB®. Desta forma o leitor que nao estiver interessado em usar o software pode obter apenas as respostas
dos exercicios, enquanto aquele que tiver algum interesse, pode ficar sabendo como os exercicios poderiam ser
resolvidos fazendo uso do MATLAB® e do pacote gaal.

Gostaria de agradecer aos professores que colaboraram apresentando corregdes, criticas e sugestdes, entre eles
Helder C. Rodrigues e Francisco Satuf, Joana Darc A. S. da Cruz e Lucia Brasil.

Sugestao de Cronograma para 60 Horas

Capitulol Secdes1l.l1el.2  8aulas
Capitulo2 Segbes2.1e2.2  8aulas
Capitulo3 Secdes 3.1a3.3 12 aulas
Capitulo4 Se¢bes4.1e4.2  8aulas
Capitulo5 Segdes5.1a5.3 12 aulas
Capitulo7 Seg¢bes7.1a7.3 12aulas

Total 60 aulas
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Sugestao de Cronograma para 90 Horas

Capitulol Segbes1.1e1.2 10 aulas
Capitulo2 Secdes2.1e2.3 12 aulas
Capitulo3 Seg¢bes 3.1a3.3 12aulas
Capitulo4 Segbes4.1a4.3 12aulas
Capitulo5 Seg¢bes5.1a5.3 12aulas
Capitulo 6 Secdes 6.1 a 6.3 15 aulas
Capitulo7 Seg¢bes7.1a7.3 12aulas

Total 85 aulas

Histoérico

Julho 2010 Algumas correcdes. O texto foi totalmente reformatado.

Julho 2009 Algumas correcdes. Vdrias figuras foram refeitas.

Margo 2008 Foi acrescentada a subsegdo opcional 'Forma Canoénica de Jordan’. Foram corrigidos alguns erros.

Julho 2007 Foi acrescentado o Exemplo 2.16 na segdo de Determinantes. Foram acrescentados um exercicio
na se¢do de Determinantes, um na de Produto Escalar em R", quatro na de Diagonalizacdo e um na de

Diagonalizagdo de Matrizes Simétricas. Foram corrigidos alguns erros.

Margo 2007 A Secdo 1.1 de Matrizes e a Secdo 2.2 de Determinantes foram reescritas. Na se¢do 1.2 o Teorema
1.4 voltou a ser que toda matriz é equivalente por linhas a uma tinica matriz na forma escalonada re-
duzida. As secdes 4.1, 5.1 e 5.3 foram reescritas e acrescentada uma aplicacdo a computacao grafica. Foi
acrescentada a sub-sec¢do opcional ‘Diagonalizacdo de Operadores’ a segdo 7.1. Foram acrescentados dois
exercicios na se¢do de Matrizes, um na de Inversdo de Matrizes, um na de Base e Dimensé&o, trés na de

Mudanca de Coordenadas. Foram corrigidos alguns erros.
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Maio 2004 Foram acrescentadas aplicagdes a criptografia (Exemplo na pagina 93) e a cadeias de Markov
(Exemplos 1.9 na pagina 14, 1.16 na péagina 49 e 7.8 na pagina 409). Foi acrescentado um exercicio na
secdo 1.1. Foi incluida a demonstragdo de que toda matriz é equivalente por linhas a uma tinica matriz
escalonada reduzida. Este resultado era o Teorema 1.4 na pagina 26 que passou para o Apéndice III da
secdo 5.2. O Teorema 1.4 agora contém as propriedades da relagdo “ser equivalente por linhas” com a
demonstragdo. O que antes era Exemplo 1.14 passou para o lugar do Exemplo 1.10. O Exemplo 2.5 foi
modificado. A se¢do ‘Base e Dimensao’ foi reescrita. Foi acrescentada a Proposigdo 4.9 na pagina 248 que
é util na obtencdo de uma base para um subespaco. O Teorema 4.3 do Apéndice III passou para o texto
obrigatério da segdo 4.3 e é agora o Teorema 4.2 na pagina 235. Foram acrescentados alguns exemplos e
alguns exercicios a se¢do 4.3. Os exemplos 7.4 na pédgina 400 e 7.5 na pagina 406 foram modificados. A
se¢do 'Diagonalizagdo de Matrizes” ganhou mais um exercicio tedrico.

Julho 2003 Varias corre¢des incluindo respostas de exercicios. A secdo ‘Base e Dimensdo’ foi reescrita. Foi
acrescentada uma sec¢do de Espacos Vetoriais Abstratos no Capitulo 4. A se¢do 'Diagonalizacdo de Ma-
trizes’ ganhou mais dois exercicios tedricos. A se¢do ‘Diagonalizagdo de Matrizes Simétricas” ganhou um
apéndice sobre "Autovalores Complexos’.

Julho 2002 Criado a partir do texto ‘Geometria Analitica e Algebra Linear’ para ser usado numa disciplina de
Introdugéo a Algebra Linear ou Algebra Matricial.
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Capitulo 1

Matrizes e Sistemas Lineares

1.1 Matrizes

Uma matriz A, m x n (m por n), é uma tabela de mn nimeros dispostos em m linhas

e 1 colunas
a ain e a1y
a4y ... A2n
A=
A1 Aup ... Amn
A i-ésima linha de A é
[ aip 4 .- Ain ] ’



2 Matrizes e Sistemas Lineares

parai=1,...,mea j-ésima colunade A é

paraj=1,...,n. Usamos também a notagdo A = (ﬂi]’)mxw Dizemos que a;; ou [A],-]-
é o elemento ou a entrada de posi¢do i, j da matriz A.

Se m = n, dizemos que A é uma matriz quadrada de ordem 1 e os elementos
ai1,a), .. .,ap, formam a diagonal (principal) de A.

Exemplo 1.1. Considere as seguintes matrizes:

1 2 -2 1 1 3 0
A‘{3 4]' B_[ 0 3}’ C—[z 4 —z}'
1
D:[13—2],E: 4 eF:[?a].
-3
As matrizes Ae Bsao2 x2. AmatrizCé2x3, Dé1x3, Eé3x1eFé1l1xl1.

De acordo com a notagdo que introduzimos, exemplos de elementos de algumas das
matrizes dadas acima sdo a1y = 2, cp3 = —2,e21 = 4, [A]p = 4, [D]12 = 3.

Uma matriz que s6 possui uma linha é chamada matriz linha, e uma matriz que
sO possui uma coluna é chamada matriz coluna, No Exemplo 1.1 a matriz D é uma
matriz linha e a matriz E é uma matriz coluna. Matrizes linha e matrizes coluna sao
chamadas de vetores. O motivo ficara claro na Secdo 3.3 na pagina 207.
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1.1 Matrizes

Dizemos que duas matrizes sdo iguais se elas tém o mesmo tamanho e os elementos
correspondentes sdo iguais, ou seja, A = (ul-j)mxn eB = (bi]-) pxq sdo iguais se m = p,
n=gqeaj :bijparai: 1,....mej=1,...,n.

Vamos definir opera¢des matriciais anadlogas as operagdes com ntimeros e provar
propriedades que sdo validas para essas operagdes. Veremos, mais tarde, que um
sistema de equacdes lineares pode ser escrito em termos de uma tinica equagdo ma-
tricial.

Vamos, agora, introduzir as operagdes matriciais.

1.1.1 Operagdes com Matrizes

Defini¢ao 1.1. A soma de duas matrizes de mesmo tamanho A = (a;;)mxn € B = (bjj)mxn € definida como

sendo a matriz m X n

C=A+B

obtida somando-se os elementos correspondentes de A e B, ou seja,

cij = ajj + bij,

parai=1,...,mej=1,...,n Escrevemos também [A + B;; = a;; + b;;.

JuTho 2010
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4 Matrizes e Sistemas Lineares

Exemplo 1.2. Considere as matrizes:

1 2 -3 2 1 5
A‘{3 4 o}' B_[ 0 3 4}

Se chamamos de C a soma das duas matrizes A e B, entdo

1+(-2) 241 —345 ] [-1 3 2
|- |

C:AJFB:[ 340 443 0+ (-4)

Defini¢do 1.2. A multiplicagdo de uma matriz A = (a;)mxn por um escalar (ntimero) a é definida pela matriz
mxn
B=uaA

obtida multiplicando-se cada elemento da matriz A pelo escalar &, ou seja,
bij = a ajj,

parai=1,...,mej=1,...,n Escrevemos também [xA];; = a a;;. Dizemos que a matriz B ¢ um miiltiplo
escalar da matriz A.

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



1.1  Matrizes 5

|
N
—_

Exemplo 1.3. O produto da matriz A =

(=3)(=2) (-3)1 6 -3
(=3)0  (=3)3 ] = [ 0 —9] .
15 12

0 3 ] pelo escalar —3 é dado por

Definicao 1.3. O produto de duas matrizes, tais que o nimero de colunas da primeira matriz é igual ao
nuamero de linhas da segunda, A = (ﬂi]‘)mxp eB = (bi]-)pxn é definido pela matriz m x n

C=AB
obtida da seguinte forma:
Cij = ailblj + aigsz +...+ aipbpj/ (1.1)

parai=1,...,mej=1,...,n. Escrevemos também [ABL']' =apnbyj+apby + ... +aipby;.

A equacdo (1.1) estd dizendo que o elemento i, j do produto é igual a soma dos pro-
dutos dos elementos da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-
ésima coluna de B.

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



6 Matrizes e Sistemas Lineares

a1 Aaip ... alp
b b
c11 ... Cip 1 n
_ by ban
Cij : = a4 .- Aip . .
Cm1 Cmn bpl bpn
L m1 Om2 .- Amp |

A equacdo (1.1) pode ser escrita de forma compacta usando a notagido de somatério.
p
[ABJij = anbj + apbaj + ... + ajpby; = Y ayby
k=1

P
e dizemos “somatdrio de k variando de 1 a p de a;by;”. O simbolo Z significa que

estamos fazendo uma soma em que o indice k estd variando de k = laték = p.
Algumas propriedades da notacdo de somatoério estdo explicadas no Apéndice I na
pégina 28.

Exemplo 1.4. Considere as matrizes:

2 1 0
A:[éi_g},B: 0 3 0
5 4 0

Se chamamos de C o produto das duas matrizes A e B, entdo

1(=2)+2:0+(=3)5 1-142-3+(=3)(—4)

o O
| I
|
| — |

|
| =
[© 2NN
—_ =
Q1 O
o O
_ 1
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1.1 Matrizes

Observacdo. No exemplo anterior o produto BA ndo esta definido (por que?). Entretanto, mesmo quando ele
estd definido, BA pode ndo ser igual a AB, ou seja, o produto de matrizes ndo é comutativo, como mostra o

exemplo seguinte.

Vamos ver no préoximo exemplo como as matrizes podem ser usadas para descrever

quantitativamente um processo de produgao.

Exemplo 1.6. Uma industria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos
de insumo, A e B. Para a manufatura de cada kg de X sdo utilizados 1 grama do
insumo A e 2 gramas do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1
grama de insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de A e 4 gramas de B. Usando
matrizes podemos determinar quantos gramas dos insumos A e B sdo necessarios
na produgéo de x kg do produto X, y kg do produto Y e z kg do produto Z.

x kg de X produzidos
= A X= |y kg de Y produzidos

XY Z
gramas de A/kg [ 111 }
2 14 z kg de Z produzidos

gramas de B/kg

JuTho 2010
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8 Matrizes e Sistemas Lineares

AX — { x+y+z ] gramas de A usados

2x +y+4z gramas de B usados

Definicao 1.4. A transposta de uma matriz A = (a;)mxn € definida pela matriz n x m
B=A'
obtida trocando-se as linhas com as colunas, ou seja,
bij = aj;,

parai=1,...,nej=1,...,m. Escrevemos também [At]i]- = aj;.

Exemplo 1.7. As transpostas das matrizes

a-[3 3] n-[ 3] e e ;z_g]
1 2
1 3 —20
Af:[ ],Bt:[ 3 4
2 4 13 0 —2

A seguir, mostraremos as propriedades que sdo validas para a algebra matricial.
Vérias propriedades sdo semelhantes aquelas que sdo vélidas para os ntmeros reais,
mas deve-se tomar cuidado com as diferengas. Uma propriedade importante que
é valida para os nimeros reais, mas ndo é valida para as matrizes é a comutativi-
dade do produto, como foi mostrado no Exemplo 1.5. Por ser compacta, usaremos
a notagdo de somatdrio na demonstragdo de varias propriedades. Algumas proprie-
dades desta notagdo estdo explicadas no Apéndice I na pdgina 28.

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



1.1  Matrizes 9

1.1.2 Propriedades da Algebra Matricial

Teorema 1.1. Sejam A, B e C matrizes com tamanhos apropriados, « e B escalares. Sdo vilidas as seguintes propriedades
para as operagoes matriciais:

(a) (comutatividade) A+ B = B+ A;
(b) (associatividade) A+ (B+C) = (A+ B) +C;

(c) (elemento neutro) A matriz 0, m x n, definida por [(_)]i]- =0,parai=1,...,m j=1,...,nétal que

A+0=A4,
para toda matriz A, m x n. A matriz 0 é chamada matriz nula m x n.
(d) (elemento simétrico) Para cada matriz A, existe uma tinica matriz — A, definida por [—Al;; = —aj; tal que
A+ (-A)=0.

(e) (associatividade) x(BA) = (aB)A;

(f) (distributividade) (x + B)A = a A+ BA;
(g) (distributividade) x(A + B) = oA + aB;
(h) (associatividade) A(BC) = (AB)C;

(i) (elemento neutro) Para cada inteiro positivo p a matriz, p X p,

1 0 ... 0
01 ... 0

Ip: . 7
0 0 1

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



10 Matrizes e Sistemas Lineares

chamada matriz identidade é tal que

Al =1,A=A, para toda matriz A = (ﬂi]‘)mxn-

(j) (distributividade) A(B + C) = AB+ ACe (B +C)A = BA + CA;
(k) a(AB) = (¢A)B = A(aB);
(1) (AHt = A;
(m) (A+ B)! = Al + B,
(n) (aA)t =a A%
(0) (AB)! = B'AY%;

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010
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Demonstracdo. Para provar as igualdades acima, devemos mostrar que os elemen-
tos da matriz do lado esquerdo sdo iguais aos elementos correspondentes da matriz
do lado direito. Serdo usadas vérias propriedades dos ntimeros sem cita-las explici-
tamente.

(@) [A+ BJ;j = a;j +bjj = bjj +a;; = [B+ Alyj;

(b) [A+ (B+C)]jj = ajj + [B+ Clij = ajj + (bjj + cij) = (aij + bjj) +c;j =
= [A + B],‘j + Cij = [(A + B) + C]i]';

(c) Seja X uma matriz m x n tal que
A+X=A (1.2)

para qualquer matriz A, m x n. Comparando os elementos correspondentes,
temos que
ajj + Xij = ajj,

ou seja, Xij = 0,parai =1...,mej = 1...,n Portanto, a inica matriz que
satisfaz (1.2) é a matriz em que todos os seus elementos sdo iguais a zero. De-
notamos a matriz X por 0.

(d) Dada uma matriz A, m X n, seja X uma matriz m x n, tal que
A+X=0. (1.3)
Comparando os elementos correspondentes, temos que
ajj+x;; =0,
ou seja, Xjj = —ajj, para i=1...,mej=1...,n Portanto, a tinica matriz que

satisfaz (1.3) é a matriz em que todos os seus elementos sdo iguais aos simétricos
dos elementos de A. Denotamos a matriz X por —A.

(e) [a(BA);j = a[BA];j = a(Ba;j) = (aB)aij = [(aB)Al;j.

Julho 2010
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12 Matrizes e Sistemas Lineares

(6) [(a+B)Alij = (a + B)aj; = (aa;;) + (Baij) = [aAlij + [BA];j = [« A + BA]jj.
(8) [(A+B)l;j = a[A+B];j=a(a;+bj) = aa;+ab; = [aA]; + [aB];
= [OCA + {XB]I]

(h) A demonstracdo deste item é a mais trabalhosa. Sejam A, B e C matrizes m X p,
p X g e q X nrespectivamente. A notagdo de somatoério aqui pode ser muito ttil,
pelo fato de ser compacta.

P4

p
[A(BC)];; = Y ai[BClyj 2 Ak Zbklcl] Yo Y ap(bycy) =
k=1 = k=11=1
poq q P q
= Y Y (auba)ej = Y. Y (awby)c =Y ( Eaikbkl)clj =
k=11=1 I=1k=1 =1 k=1

I
M&

[ABJjc;j = [(AB)Cl;; -

\
Il
—

(i) Podemos escrever a matriz identidade em termos do delta de Kronecker que é
definido por
P 1, sei=j
70, sei £ j
como [I];; = d;j. Assim,
[AIn ij — Z azk In Z a k‘sk] = 4ajj.
k=1

A outra igualdade é anéloga.

()
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p
[A(BB+C)l;; = Z aix[B + Cly Z ai(bij + cxj) = Y (aibyj + agcyj) =
=1
= Z aicbyj + Z ajkCrj = +[AC];j = [AB+ ACJ;;.

A outra igualdade é inteiramente andloga a anterior e deixamos como exercicio.

&) [a =a ): aixbyj = Z aa;)by; = [(aA)BJ;j e
[(AB)];j = Z ajkbrj = Z ai(aby;) = [A(aB)]jj.
=

) [(ADT;; = [AT]ji = ayj.
(m) [(A+B)'];j = [A+ Bj = aji + bj = [A];; + [B] ;.
(n) [(aA);; = [wA]j; = aaji = a[Al];; = [0 A,
(0) [(AB)"];; = Za]kbkz = Z ij[Bic = Y [B'i[A]ij = [B'A"]jj.

k=1 k=1

A diferenca entre duas matrizes de mesmo tamanho A e B é definida por
A—B=A+(-B),

ou seja, é a soma da matriz A com a simétrica da matriz B.

Sejam A uma matriz n X n e p um inteiro positivo. Definimos a poténcia p de A, por
AP = A...A. Eparap = 0, definimos A? = I,

pvezes
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14 Matrizes e Sistemas Lineares

Exemplo 1.8. Vamos verificar se para matrizes A e B, quadradas, vale a igualdade
(A+B)(A—B) = A> - B~ (1.4)
Usando a propriedade (i) do teorema anterior obtemos

(A+B)(A—B) = (A+B)A+(A+B)(—B)
AA+BA — AB— BB = A> + BA — AB — B?
Assim, (A + B)(A — B) = A% — B? se, e somente se, BA — AB = 0, ou seja, se, e
somente se, AB = BA. Como o produto de matrizes ndo é comutativo, a conclusao é

que a igualdade (1.4), ndo vale para matrizes em geral. Como contra-exemplo basta
tomarmos duas matrizes que ndo comutem entre si. Sejam

0 0 1 0
A{ll} 93{10}.
Para estas matrizes

10 L[ -1 0 > . [0 o0 > . [10
A+B_[2 1} A B—[ ! 1} A._A_[l 1},3 —B_[l 0]

Assim,

b
+
=
N

|
=
Il
| —|
N =
_= O
—_
N
| — |
|
O =
]
| I |
Il
hN
N

|
[ss]
N

1.1.3 Aplicacao: Cadeias de Markov

Exemplo 1.9. Vamos supor que uma populacdo é dividida em trés estados (por
exemplo: ricos, classe média e pobres) e que em cada unidade de tempo a proba-
bilidade de mudanga de um estado para outro seja constante no tempo, sé dependa
dos estados. Este processo é chamado cadeia de Markov.
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Seja t;; a probabilidade de mudanca do estado j para o estado i em uma unidade de
tempo (geragdo). Cuidado com a ordem dos indices. A matriz

ORORNE)

i tp t3 ] D
T = thh tn ta | @

ts1 tn tzz | B

é chamada matriz de transicdo. Como exemplo vamos considerar a matriz de
transicao

®

(1.5)

o NI N\)—‘@
™

FERYTEN »NH®
[T @

©

A distribuicdo da populacdo inicial entre os trés estados pode ser descrita pela se-
guinte matriz:

p1 estd no estado 1
Py = P2 estd no estado 2
p3 estd no estado 3

A matriz Py caracteriza a distribuicéo inicial da populagdo entre os trés estados e é
chamada vetor de estado. Por exemplo,

estd no estado 1
esta no estado 2 (1.6)
estd no estado 3

Py =

QW =W =

representa uma populacdo dividida de forma que 1/3 da populacdo estd em cada es-
tado. Apds uma unidade de tempo a populagao estara dividida entre os trés estados

Julho 2010
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16 Matrizes e Sistemas Lineares

da seguinte forma

f11p1 + tiap2 + tiaps estard no estado 1
P = th1p1 + toapa + tasps estara no estado 2
t31p1 + tzapa + tzps estara no estado 3

Lembre-se que t;; € a probabilidade de mudanca do estado j para o estado i. Assim
o vetor de estado ap6s uma unidade de tempo é dada pelo produto de matrizes:

P, = TP,.

Por exemplo se a matriz de transi¢do, T, é a matriz dada por (1.5) e a matriz de estado
inicial, Py, é a matriz dada por (1.6), entdo apds uma unidade de tempo a matriz de
estado serd dada por

P, =TP) =

O NI= N
= Nl s
NI= NP o
Wi QI W=
Wl N s

Como estamos assumindo que em cada unidade de tempo a matriz de transi¢do é a
mesma, entdo apds k unidades de tempo a populagdo estara dividida entre os trés
estados segundo a matriz de estado

Po=TP 1 =T?P,_,=---=Tkp,

Assim a matriz T da a transicao entre k unidades de tempo.

Veremos na Se¢ao 7.1 na pagina 392 como calcular rapidamente poténcias k de matri-
zes e assim como determinar a distribui¢do da populacdo apds k unidades de tempo
para k um inteiro positivo qualquer.

Introducao a Algebra Linear
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 461)
1.1.1. Considere as seguintes matrizes
0 4] _[-6 9 -7
2 8|7 7| 7 -3 -2

20
A=z 3] B

-6 4 0 6 9 -9
D = 1 14|, E=|-1 0 —4
-6 0 6 -6 0 -1
Se for possivel calcule:
(a) AB— BA,
(b) 2C—-D,
(c) (2D —3EY),
(d) D? — DE.

1.1.2. Conhecendo-se somente os produtos AB e AC, como podemos calcular A(B+ C), B'Af, C' Al e (ABA)C?

1.1.3. Considere as seguintes matrizes

Verifique que:

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



18 Matrizes e Sistemas Lineares

(a) AB é diferente de BA.

(b) AE;éaj-ésima colunade A, paraj=1,2,3e EfB é a i-ésima linha de B, parai = 1,2, 3 (o caso geral
estd no Exercicio 1.1.16 na pagina 23).

-2 1 —1
(c) CD = [d1Cq dyCy d3C3 |, em que C; = 0|,C = [ 1 ] eCz = [ 1 ],séo as colunas de C
-1 0 1
(o caso geral estd no Exercicio 1.1.17 (a) na pagina 24).
d1Cq
(d) DC= | d2Cy |,emqueCi =] -2 1 -1],G=[0 1 1]eC = [ -1 0 1]sdoas
d5C5

linhas de C (o caso geral estd no Exercicio 1.1.17 (b) na pagina 24).

2 -1
(e) Escrevendo B em termos das suas colunas, B = [ By By |, em que B; = [ 2 ] e By, = [ 0 ], o
0 3
produto AB pode ser escrito como AB = A[ By B, | = [ AB; AB; ] (o caso geral estd no Exercicio
1.1.18 (a) na pagina 25).

(f) escrevendo A em termos das suas linhas, Ay = [ =3 2 1 ]eAy =[1 2 —1 ], o produto
AB pode ser escrito como AB = [ fl; } B = [ ﬁ;g ] (o caso geral esta no Exercicio 1.1.18 (b) na
péagina 25).
1.1.4. Sejam

Verifique que xA; +yA; +zA3 = AX, em que A; € a j-ésima coluna de A, para j = 1,2,3 (o caso geral
estd no Exercicio 1.1.19 na pagina 25).
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1.1 Matrizes 19
1.1.5. Encontre um valor de x tal que AB! = 0, em que
A=[x 4 -2] e B=[2 -3 5].
1 1
1.1.6. Mostre que as matrizes A = % , em que y é uma numero real ndo nulo, verificam a equacao
y
X? =2X.
1.1.7. Mostre que se A e B sdo matrizes que comutam com a matriz M = [ _(1) (1) ], entdo AB = BA.
1.1.8. (a) Determine todas as matrizes A, 2 x 2, diagonais (os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais
a zero) que comutam com toda matriz B, 2 X 2, ou seja, tais que AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.
(b) Determine todas as matrizes A, 2 x 2, que comutam com toda matriz B, 2 x 2, ou seja, tais que
AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.
1.1.9. Verifique que A® = 0, para

A=

o OO
OO =
o~ o

O caso geral esta no Exercicio 1.1.29 na pagina 27.

Exercicios usando o MATLAB®

Uma vez inicializado o MATLAB®, aparecera na janela de comandos um prompt >> ou EDU>>. O prompt
significa que o MATLAB® esta esperando um comando. Todo comando deve ser finalizado teclando-se
Enter. Comandos que foram dados anteriormente podem ser obtidos novamente usando as teclas 1 e ..
Enquanto se estiver escrevendo um comando, este pode ser corrigido usando as teclas <—, —, Delete e
Backspace. O MATLAB® faz diferenca entre letras maitisculas e mindsculas.
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20 Matrizes e Sistemas Lineares

No MATLAB®, pode-se obter ajuda sobre qualquer comando ou fungdo. O comando

>> help

(sem o prompt >>) mostra uma listagem de todos os pacotes disponiveis. Ajuda sobre um pacote es-
pecifico ou sobre um comando ou fungdo especifica pode ser obtida com o comando

>> help nome,

(sem a virgula e sem o prompt >>) em que nome pode ser o nome de um pacote ou o nome de um comando
ou fungao.

Além dos comandos e func¢des pré-definidas, escrevemos um pacote chamado gaal com fungdes es-
pecificas para a aprendizagem de Geometria Analitica e Algebra Linear. Este pacote pode ser obtido
gratuitamente através da internet no endereco http://www.mat.ufmg.br/“regi, assim como um texto
com uma introdugdo ao MATLAB® e instrugdes de como instalar o pacote gaal. Depois deste pacote
ser devidamente instalado, o comando help gaal no prompt do MATLAB® dé informacdes sobre este
pacote.

Mais informagdes sobre as capacidades do MATLAB® podem ser obtidas em [3, 24].

Vamos descrever aqui alguns comandos que podem ser usados para a manipulacdo de matrizes. Outros
comandos serdo introduzidos a medida que forem necessérios.

>> syms x y z dizao MATLAB® que as varidveis x y e z sdo simbdlicas.

>> A=[all,al2,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando os elementos al1,
al2, ..., amneaarmazenanuma varidvel de nome A. Por exemplo, >> A=[1,2,3;4,5,6] cria a matriz
1 2 3
A= ;
[ 4 5 6 }

>> I=eye(n) cria a matriz identidade n por n e a armazena numa varidvel I;

>> O=zeros(n) ou >> O=zeros(m,n) cria a matriz nula n por n ou m por n, respectivamente, e a arma-
zena numa variavel 0;

>> A+BéasomadeAeB, >> A-B é a diferenga A menos B,
>> A*B é o produto de A por B, >> num*A é o produto do escalar num por A,
>> A.’ é atransposta de A, >> A~k é a poténcia A elevado a k.
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>> A(:,j) éacoluna j damatriz A, >> A(i,:) éalinha i da matriz A.
>> diag([d1,...,dn]) cria uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal sdo iguais aos elementos
da matriz [d1,...,dn], ouseja, sdodl,...,dn.
>> A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos sdo armazenados no formato
simbdlico. A fun¢do numeric faz o processo inverso.
>> solve(expr)  determina a solugdo da equacdo  expr=0. Por  exemplo,
>> solve(x~2-4) determina as solu¢des da equacdo X2 —4=0;
Comando do pacote GAAL:
>> A=randi(n) ou>> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n oum por n, respectivamente, com elementos
inteiros aleatérios entre —5 e 5.
1.1.10. Use o MATLAB® para calcular alguns membros da seqiiéncia A, A2, AR para
1 1 1 1
(a)AZ{ %}; (b)AZ[2 ?}
0 3 0 —3
A seqiiéncia parece estar convergindo para alguma matriz? Se estiver, para qual?
1.1.11. Calcule as poténcias das matrizes dadas a seguir e encontre experimentalmente (por tentativa!) o menor

inteiro k > 1 tal que (use o comando >> A=sym(A) depois de armazenar a matriz na varidvel A):

(a) A¥ =15, em que

0 0 1

A=110 0];

010
(b) A¥ = I, em que
q

0100

-10 0 0

A= 000 11|

0010
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1.1.12.

1.1.13.

1.1.14.

(c) A¥ =0, em que

hS

I
cococo
co o~
cor o
o~ oo

Vamos fazer um experimento no MATLAB® para tentar ter uma ideia do qudo comum é encontrar ma-
trizes cujo produto comuta. No prompt do MATLAB® digite a seguinte linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=randi(3) ;B=randi(3) ;if (AxB==B#*A),c=c+1;end,end,c

(ndo esqueca das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha estd mandando o MATLAB® fazer é o
seguinte:

e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.
e Atribuir as varidveis A e B, 1000 matrizes 3 x 3 com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.
e Se AB=BA, ou seja, A e B comutarem, entdo o contador ¢ é acrescido de 1.
e No final o valor existente na variavel c é escrito.
Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na varidvel c?

Faca um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que cada uma das matrizes é diagonal,
isto é, os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais a zero. Use a seta para cima 1 para obter
novamente a linha digitada e edite a linha no prompt do MATLAB® de forma a obter algo semelhante a
linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3));B=diag(randi(1,3));if( ....
Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na varidvel c?

Faca um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que uma das matrizes é diagonal. Use
a seta para cima 1 para obter novamente a linha digitada e edite a linha no prompt do MATLAB® de
forma a obter a seguinte linha:
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>> ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3));B=randi(3);if (AxB==B*A),c=c+1;A,B,end,end,c

Aqui sdo impressas as matrizes A e B quando elas comutarem. Qual a conclusdo que vocé tira deste

experimento? Qual a probabilidade de um tal par de matrizes comutarem?

1.1.15. Use 0o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos.

Exercicios Teodricos

1 0 0
0 1 0
1.1.16. Sejam E; = 0 ,Er = 0 yooos En = ¢ | matrizesn x 1.
: : 0
0 0 1
(a) Mostre que se
a1 a2 ... A1n
an1 azxy ... Aoy
A =

Aml  Am2 - Amn

€ uma matriz m x n, entdo AE; é igual a coluna j da matriz A.

(b) Mostre que se

byy bx ... by
B — . . 7
b1 by ... bum

é uma matriz n x m entdo E!B ¢ igual 4 linha i da matriz B.
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1.1.17. Seja
Ay 0 L0 0
0 A 0
D pr—
0 ... 0 Ay
uma matriz diagonal n X 1, isto é, os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais a zero. Seja
aypy aip ... a1y
az1 dyp ... axp
A =
ay1 a2 ... Ann

(a) Mostre que o produto AD € obtido da matriz A multiplicando-se cada coluna j por Aj, ou seja, se
aij
A=[A1 A ... An],emqueA]-: : é a coluna j de A, entdo
Apj
AD = [MA] M Ay .. MAL .

(b) Mostre que o produto DA é obtido da matriz A multiplicando-se cada linha i por A;, ou seja, se

Ay
A
A= . |,emqueA;=a; ...a;]éalinhaide A, entdo

An

MAy

Ay Az

DA = .
AnAn
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1.1.18. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente.
(a) Mostre que a j-ésima coluna do produto AB ¢é igual ao produto AB;, em que B; = : éa
bpj
j-ésima coluna de B, ou seja, se B= [ By ... B, |, entdo
AB=A[By ... By|=[AB; ... AB,|;
(b) Mostre que a i-ésima linha do produto AB é igual ao produto A;B, em que A; = [a;1 ... a;, | éa
Aq
Ap
i-ésima linha de A, ou seja, se A = . , entdo
Am
Aq A1B
Ay AB
AB = ) B = .
Ap AnB
X1
1.1.19. Seja A uma matriz m x n e X = : uma matriz n x 1. Prove que
Xn
n
AX = ) xjAj, em que Aj é a j-ésima coluna de A. (Sugestdo: Desenvolva o lado direito e che-
j=1

gue ao lado esquerdo.)
1.1.20. (a) Mostre que se A é uma matriz m x n tal que AX = 0, para toda matriz X, n x 1, entdio A = 0.
(Sugestao: use o Exercicio 16 na pagina 23.)
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(b) Sejam B e C matrizes m x n, tais BX = CX, para todo X, n x 1. Mostre que B = C. (Sugestdo: use o
item anterior.)

1.1.21. Mostre que a matriz identidade I,, é a tnica matriz tal que A I, = [,A = A para qualquer matriz A,
n x n. (Sugestdo: Seja |, uma matriz tal que A |, = J, A = A. Mostre que [, = I,;.)

1.1.22. Se AB = BA e p é um inteiro positivo, mostre que (AB)P = AVBP.
1.1.23. Sejam A, B e C matrizes n x n.
(a) (A+ B)? = A2 +2AB + B2? Ese AB = BA? Justifique.
(b) (AB)C = C(AB)? Ese AC = CA e BC = CB? Justifique.
(Sugestao: Veja o Exemplo 1.8 na pagina 14.)
1.1.24. (a) Se A e B sdo duas matrizes tais que AB = 0, entdo A = 0 ou B = 0? Justifique.
(b) Se AB =0, entdo BA = 0? Justifique.
(c) Se A é uma matriz tal que A% = 0, entdo A = 0? Justifique.
1.1.25. Dizemos que uma matriz A, n X n, é simétrica se Al = A e é anti-simétricase A = —A.

(a) Mostre que se A ¢ simétrica, entdo a;; = aj;, parai,j = 1,...n e que se A ¢é anti-simétrica, entdo
ajj = —aj;, parai,j = 1,...n. Portanto, os elementos da diagonal principal de uma matriz anti-
simétrica sdo iguais a zero.

(b) Mostre que se A e B sdo simétricas, entdo A + B e a A sdo simétricas, para todo escalar a.

(c) Mostre que se A e B sdo simétricas, entdo AB é simétrica se, e somente se, AB = BA.

(d) Mostre que se A e B sdo anti-simétricas, entdo A + B e # A sdo anti-simétricas, para todo escalar «.
(e) Mostre que para toda matriz A, n x n, A + Al é simétricae A — A’ é anti-simétrica.

(f) Mostre que toda matriz quadrada A pode ser escrita como a soma de uma matriz simétrica e uma
anti-simétrica. (Sugestdo: Observe o resultado da soma de A + Af com A — A'.)
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1.1.26. Para matrizes quadradas A = (a;j)nxn definimos o trago de A como sendo a soma dos elementos da
n

diagonal (principal) de A, ou seja, tr(A) = ) a;;.

(a) Mostre que tr(A + B) = tr(A) + tr(B).
(b) Mostre que tr(aA) = atr(A).
(c) Mostre que tr(Af) = tr(A).

(d) Mostre que tr(AB) = tr(BA). (Sugestao: Prove inicialmente para matrizes 2 x 2.)

1.1.27. Seja A uma matriz n x n. Mostre que se AA! = 0, entdo A = 0. (Sugestdo: use o traco.) E se a matriz A
for m x n, com m # n?

1.1.28. Ja vimos que o produto de matrizes ndo é comutativo. Entretanto, certos conjuntos de matrizes sdo
comutativos. Mostre que:

(a) Se Dq e Dy sdo matrizes diagonais n x n, entdo D1 Dy = Dy D;.

(b) Se A é uma matrizn x ne
B=agl, +m A+ ayA® + ...+ a AF,

em que 4y, . . ., 4k Sdo escalares, entdo AB = BA.

1.1.29. Uma matriz A é chamada nilpotente se A¥ = 0, para algum inteiro positivo k. Verifique que a matriz

o1 0 --- 0
oo 1 --- 0
A= |l
o0 o0 --- 1
o o0 o0 --- 0

nxn

é nilpotente.
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Apéndice I: Notacao de Somatério

Sao validas algumas propriedades para a notagdo de somatorio:

(a) O indice do somatdrio é uma varidvel muda que pode ser substituida por qual-
quer letra:

Y fi=Y
i=1 j=1

(b) O somatoério de uma soma pode ser escrito como uma soma de dois somatérios:

Pois,

=

(fitg)=(fi+8)+ ...+ (futgn)=

l
—

:<f1+...+fn>+<g1+..-+gn>=}":1fi+igi-

Aqui foram aplicadas as propriedades associativa e comutativa da soma de
ndameros.

(c) Se no termo geral do somatoério aparece um produto, em que um fator ndo de-
pende do indice do somatério, entdo este fator pode “sair” do somatdrio:

n n
Y fisk=s8k Y fi-
i=1 i=1
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Pois,
n n
Y figk=figk+ -+ fagk =it Ffu) =& Y fir
i=1 i=1
Aqui foram aplicadas as propriedades distributiva e comutativa do produto em
relagdo a soma de nimeros.

(d) Num somatério duplo, a ordem dos somatérios pode ser trocada:

Y fi= Y Y Sy
i=1j=1 j=1li=1
Pois,
i ffu i(le +ooit fim) =
i=1j=1 i=1

=(m+.-+fim)+--+fa+.- ot fum) =
=(m+.--+f)+ -+ Fim+- A+ fum) =

= i(flj+"'+fnj) = i ifif
=1 j=1i=1

Aqui foram aplicadas as propriedades comutativa e associativa da soma de
nameros.
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1.2 Sistemas de Equac¢oes Lineares

Muitos problemas em varias areas da Ciéncia recaem na solugdo de sistemas lineares.
Vamos ver como a dlgebra matricial pode simplificar o estudo dos sistemas lineares.

Uma equagdo linear em n varidveis x1, xp, . .., x, é uma equagdo da forma

a1x1+axxo +...+apx, =0,

em queai, ay,...,ay € b sdo constantes reais;

Um sistema de equacdes lineares ou simplesmente sistema linear é um conjunto de

equagdes lineares, ou seja, ¢ um conjunto de equagdes da forma

a11x1  +  apxy + e +  aypXy
ar1x1  +  ampxy + ce +  ayuxy
Ap1X1  +  AppXy + e +  AmnXn

by
by

b

em que a;; e by sdo constantes reais, parai, k =1,..., mej=1,..., n.

Usando o produto de matrizes que definimos na secdo anterior, o

acima pode ser escrito como uma equagdo matricial

em que
an ain Ce a1n X1
an az . Ay X2
A= , X= e
Am1l  Am2 Amn Xn

sistema linear

by
by

b

Introducao a Algebra Linear

Julho 2010



1.2  Sistemas de Equac¢des Lineares 31

Uma solugdo de um sistema linear é uma matriz S = . | tal que as equagdes
Sn
do sistema sdo satisfeitas quando substituimos x; = sy, xy = sp,...,%; = 5. O

conjunto de todas as solugdes do sistema é chamado conjunto solu¢do ou solucgdo
geral do sistema. A matriz A é chamada matriz do sistema linear.

Exemplo 1.10. O sistema linear de duas equagdes e duas incégnitas

x + 2y =1
2x + y = 0

=]l

A solugdo (geral) do sistema acima é x = —1/3 e y = 2/3 (verifique!) ou

pode ser escrito como

Uma forma de resolver um sistema linear é substituir o sistema inicial por outro que
tenha o mesmo conjunto solugdo do primeiro, mas que seja mais facil de resolver. O
outro sistema é obtido depois de aplicar sucessivamente uma série de operagdes, que
ndo alteram a solugdo do sistema, sobre as equagdes. As operagdes que sdo usadas
sdo:

e Trocar a posigdo de duas equagdes do sistema;
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e Multiplicar uma equagdo por um escalar diferente de zero;
e Somar a uma equagdo outra equacao multiplicada por um escalar.

Estas operacgdes sdo chamadas de opera¢des elementares. Quando aplicamos
operacdes elementares sobre as equagdes de um sistema linear somente os coefici-
entes do sistema sdo alterados, assim podemos aplicar as operagdes sobre a matriz
de coeficientes do sistema, que chamamos de matriz aumentada, ou seja, a matriz

aryp  ap a1 ¢ by
ap1  app e ap by
A|B] = -
Ayl Ap2 Amn | b
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Definicao 1.5. Uma operac¢do elementar sobre as linhas de uma matriz é uma das seguintes operagdes:
(a) Trocar a posicdo de duas linhas da matriz;
(b) Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero;

(c) Somar a uma linha da matriz um mdltiplo escalar de outra linha.

O préximo teorema garante que ao aplicarmos operagdes elementares as equagdes
de um sistema o conjunto solucdo néao é alterado.

Teorema 1.2. Se dois sistemas lineares AX = B e CX = D, sdo tais que a matriz aumentada [C | D] é obtida de [A | B]
aplicando-se uma operagio elementar, entio os dois sistemas possuem as mesmas solugdes.

Demonstracdo. A demonstragdo deste teorema segue-se de duas observagdes:

(a) Se X é solugdo de um sistema, entdo X também é solugdo do sistema obtido
aplicando-se uma operacdo elementar sobre suas equagoes (verifique!).

(b) Se o sistema CX = D, é obtido de AX = B aplicando-se uma operagao elemen-
tar as suas equagdes (ou equivalentemente as linhas da sua matriz aumentada),
entdo o sistema AX = B também pode ser obtido de CX = D aplicando-se
uma operacgdo elementar as suas equagoes, pois cada operagdo elementar pos-
sui uma operagdo elementar inversa do mesmo tipo, que desfaz o que a anterior
fez (verifique!).
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Pela observagao (b), AX = Be CX = D podem ser obtidos um do outro aplicando-
se uma operacdo elementar sobre as suas equagdes. E pela observacdo (a), os dois
possuem as mesmas solugdes. |

Dois sistemas que possuem o mesmo conjunto solucdo sao chamados sistemas equi-
valentes. Portanto, segue-se do Teorema 1.2 que aplicando-se operag¢des elementares
as equagdes de um sistema linear obtemos sistemas equivalentes.

1.2.1 Método de Gauss-Jordan

O método que vamos usar para resolver sistemas lineares consiste na aplicacdo de
operacdes elementares as linhas da matriz aumentada do sistema até que obtenha-
mos uma matriz numa forma em que o sistema associado a esta matriz seja de facil
resolucao.

Vamos procurar obter uma matriz numa forma em que todas as linhas ndo nulas
possuam como primeiro elemento ndo nulo (chamado piv6) o nimero 1. Além
disso, se uma coluna contém um pivo, entdo todos os seus outros elementos terdo
que ser iguais a zero. Vamos ver no exemplo seguinte como conseguimos isso. Neste
exemplo veremos como a partir do faturamento e do gasto com insumos podemos
determinar quanto foi produzido de cada produto manufaturado em uma indtstria.

Exemplo 1.11. Uma indtstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos
de insumo, A e B. Para a manufatura de cada kg de X sdo utilizados 1 grama do
insumo A e 2 gramas do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1
grama de insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de A e 4 gramas de B. O preco
de venda do kg de cada um dos produtos X, Y e Z é R$ 2,00, R$ 3,00 e R$ 5,00,
respectivamente. Com a venda de toda a produgdo de X, Y e Z manufaturada com 1
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kg de A e 2 kg de B, essa indtstria arrecadou R$ 2500,00. Vamos determinar quantos
kg de cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos. Como vimos no Exemplo 1.6
na pagina 7, usando matrizes o esquema de producdo pode ser descrito da seguinte
forma:

XY Z
gramas de A/kg 111 x kg de X produzidos
gramas de B/kg 2 1 4 = A X = y kg de Y produzidos
preco/kg 2 35 z kg de Z produzidos
x+y+z 1000 gramas de A usados
AX=| 2x+y+4z | = 2000 gramas de B usados
2x + 3y + 5z 2500 arrecadacdo

Assim precisamos resolver o sistema linear

x + y + z = 1000
2x + y + 4z = 2000
2x + 3y + 5z = 2500

cuja matriz aumentada é

@ 1 11000
2 1 42000
2 3 512500

12 eliminacao:

Vamos procurar para pivo da 1? linha um elemento ndo nulo da primeira coluna ndo
nula (se for o caso, podemos usar a troca de linhas para “trazé-lo” para a primeira
linha). Como o primeiro elemento da primeira coluna € igual a 1 ele serd o primeiro
pivo. Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 1? coluna, que é a coluna

JuTho 2010
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do pivo, para isto, adicionamos a 2? linha, —2 vezes a 1? linha e adicionamos a 3%
linha, também, —2 vezes a 12 linha.

1 1 1
—2x12 linha + 22 linha — 22 linha 0 @ 2
—2x12 linha + 3% linha — 32 linha 0 1 3

22 eliminagdo:

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivo
um elemento diferente de zero na 1* coluna nédo nula desta sub-matriz. Vamos esco-
lher o elemento de posigdo 2,2. Como temos que “fazer” o pivo igual a um, vamos
multiplicar a 2? linha por —1.

1 1 1:1000
—1x22 linha — 22 linha 01 -2 ‘ 0
01 3|

500

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 2% coluna, que é a coluna do pivd,
para isto, somamos a 1? linha, —1 vezes a 2% e somamos a 3? linha, também, —1 vezes
a?2%.

—1x22 linha + 12 linha — 12 linha (1) (1) _32 : 1008
_1x22 i a ali 1
1x22 linha + 3% linha — 32 linha 0 0 @ - 500

32 eliminacdo:

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1? e a 22 linha. Escolhemos para
pivé um elemento diferente de zero na 1? coluna ndo nula desta sub-matriz. Temos
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de escolher o elemento de posicdo 3,3 e como temos de “fazer” o pivo igual a 1,
vamos multiplicar a 32 linha por 1/5.

1.0 31000
%32 linha — 32 linha 01 —2; 0
00 1; 100

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 3% coluna, que é a coluna do pivo,
para isto, somamos a 1% linha, —3 vezes a 3% e somamos a 2? linha, 2 vezes a 2°.

33" linha + 1 linha — 12 linha RS
2x3% linha + 2% linha — 2? linha 00 1 100

Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema

x = 700
y = 200
z = 100

x 700
y | =] 200 |.
z 100

Portanto, foram vendidos 700 kg do produto X, 200 kg do produto Y e 100 kg do
produto Z.

que possui solucao geral dada por

X =

A dltima matriz que obtivemos no exemplo anterior estd na forma que chamamos
de escalonada reduzida.
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Defini¢do 1.6. Uma matriz A = (a;j)mxn estd na forma escalonada reduzida quando satisfaz as seguintes
condigoes:

(a) Todas as linhas nulas (formadas inteiramente por zeros) ocorrem abaixo das linhas nado nulas;
(b) O pivo (1° elemento ndo nulo de uma linha) de cada linha ndo nula é igual a 1;

(c) O pivd de cada linha ndo nula ocorre a direita do piv6 da linha anterior.
)

(d) Se uma coluna contém um pivd, entdo todos os seus outros elementos sdo iguais a zero.

Se uma matriz satisfaz as propriedades (a) e (c), mas ndo necessariamente (b) e (d),
dizemos que ela estd na forma escalonada.

Exemplo 1.12. As matrizes

100 1 3 0 2
010 e 0 0 1 -3
0 01 0 0 0 O
sdo escalonadas reduzidas, enquanto
1 11 13 -1 5
0 -1 2 e 0 0 -5 15
0 05 00 0 O

sdo escalonadas, mas ndo sdo escalonadas reduzidas.
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Este método de resolucdo de sistemas, que consiste em aplicar operagdes elemen-
tares as linhas da matriz aumentada até que a matriz do sistema esteja na forma
escalonada reduzida, é conhecido como método de Gauss-Jordan.

Exemplo 1.13. Considere o seguinte sistema

x + 3y + 13z = 9
y + 5z = 2
-2y — 10z = -8

A sua matriz aumentada é

1? eliminacdo:
Como o pivo da 1? linha é igual a 1 e os outros elementos da 1? coluna sdo iguais a
zero, ndo hd nada o que fazer na 1? eliminacao.

1 3 13! 9

0o @ 5: 2

0 -2 -10; -8

22 eliminacao:

Olhamos para submatriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivd um
elemento ndo nulo da 1? coluna ndo nula da submatriz. Escolhemos o elemento de
posicdo 2,2. Como ele é igual a 1, precisamos, agora, “zerar” os outros elementos da
coluna do pivd. Para isto somamos a 1? linha, —3 vezes a 2% e somamos a 3? linha, 2
vezes a 22,
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—3x2? linha + 1% linha — 1% linha 10
2x2? linha + 3? linha — 3? linha 01
00
Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema
X - 2z = 3
y + 5z = 2
0 = —4

que ndo possui solucao.

S N

=N W

Em geral, um sistema linear ndo tem solucao se, e somente se, a tiltima linha ndo nula
da forma escalonada reduzida da sua matriz aumentada for da forma [0 ... 0]}, ],

com b}, # 0.

Exemplo 1.14. Considere o seguinte sistema

3z — 9w
5 + 15y — 10z + 40w
x + 3y - z + bw
A sua matriz aumentada é
0 0 3 - 6

9
5 15 —10 401—45
5!

D 3 -1 ~7

—45
-7
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12 eliminacao:

Como temos que “fazer” o pivd igual a um, escolhemos para pivo o elemento de
posicdo 3,1. Precisamos “coloca-lo” na primeira linha, para isto, trocamos a 3? linha
coma1?.

, , @ 3 -1 5 -7
1‘?‘hnha<—>4‘f‘hnha‘ 5 15 —10 40 & —45

0 0 3 -9 6

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 1? coluna, que é a coluna do pivo,
para isto, adicionamos a 2? linha, —5 vezes a 1*.

13 -1 5i -7
—5x12 linha + 27 linha — 2% linha 00 C3 15 —10
00 3 9! 6

22 eliminagao:

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1?* linha. Escolhemos para pivo
um elemento diferente de zero na 1? coluna nao nula desta sub-matriz. Escolhemos
o elemento de posi¢do 2,3. Como temos que fazer o pivo igual a 1, multiplicamos a
2% linha por —1/5.

1 3 5. -7
| —(1/5)x2? linha — 2* linha 00 @O -3; 2
00 3 -9 6

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 2% coluna, que € a coluna do pivo,
para isto, adicionamos a 1? linha a 2? e a 3% linha, —3 vezes a 2%.
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22 linha + 12 linha — 12 linha
—3x%22 linha + 32 linha — 32 linha

1 3 0 2
0 0 1 -3,
0 0 O 0!

Esta matriz é escalonada reduzida. Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema
seguinte

x + 3y + 2w = -5
z — 3w = 2

A matriz deste sistema possui duas colunas sem pivds. As varidveis que ndo
estdo associadas a pivds podem ser consideradas varidveis livres, isto é, podem
assumir valores arbitrdrios. Neste exemplo as varidveis y e w ndo estdo associa-
das a pivOs e podem ser consideradas variaveis livres. Sejam w = ax ey = B. As
varidveis associadas aos pivos terdo os seus valores dependentes das varidveis livres,

z=2+3n, x=-5-2a—-38

Assim, a solugdo geral do sistema é

x —5—20—3p
_| V|- P .
X = . 24 3a para todos os valores de « e f reais.
w «

Em geral, se o sistema linear tiver solugdo e a forma escalonada reduzida da matriz
aumentada possuir colunas sem piv0s, as varidveis que ndo estdo associadas a pivos
podem ser consideradas varidveis livres, isto é, podem assumir valores arbitrarios.
As variaveis associadas aos pivOs terdo os seus valores dependentes das varidveis
livres.
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Lembramos que o sistema linear ndo tem solugéo se a tltima linha ndo nula da forma escalonada reduzida da
matriz aumentada do sistema for da forma [0 ... 0| b}, ], com b}, # 0, como no Exemplo 1.13 na pédgina 39.

Observacado. Para se encontrar a solu¢do de um sistema linear ndo é necessério transformar a matriz aumen-
tada do sistema na sua forma escalonada reduzida, mas se a matriz estd nesta forma, o sistema associado é o
mais simples possivel. Um outro método de resolver sistemas lineares consiste em, através da aplicagdo de
operagdes elementares a matriz aumentada do sistema, se chegar a uma matriz que é somente escalonada (isto
é, uma matriz que satisfaz as condic¢des (a) e (c), mas ndo necessariamente (b) e (d) da Definicao 1.6). Este
método é conhecido como método de Gauss.

O préximo resultado mostra que um sistema linear que tenha mais de uma solucao
ndo pode ter um nimero finito de solugdes.

Proposicao 1.3. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m x 1. Se o sistema linear A X = B possui duas solugdes
distintas Xo # X, entio ele tem infinitas solugoes.

Demonstracdo. Seja
X)=(1-A)Xp+AX;, parareR.

Vamos mostrar que X, é solucdo do sistema A X = B, para qualquer A € R. Para
isto vamos mostrar que A X, = B.

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



44 Matrizes e Sistemas Lineares

Aplicando as propriedades (i), (j) das operagdes matriciais (Teorema 1.1 na pagina 9)
obtemos

AXy=Al(1-MXg+AX1]| = A1 - N)Xg+AAX1 = (1 - VM)A X+ AA Xy
Como X e X; sdo solugoes de A X = B, entdo A Xgp = B e A X; = B, portanto
AXy=(1-A)B+AB=[(1—A)+A|B=B,

pela propriedade (f) do Teorema 1.1.

Assim o sistema A X = B tem infinitas solugdes, pois para todo valor de A € R, X
ésolugdoe X, — Xy = (A — A) (X7 — Xp), ouseja, X # X/, para A # A’. Observe
quepara A = 0, X, = Xo,paraA =1, X) = X;, para A = 1/2, X) = 1Xo+ 31Xy,
paraA =3, X) = —2Xp+3Xj eparaA = -2, X =3Xp —2Xj.

No Exemplo 3.4 na péagina 164 temos uma interpretacio geométrica desta
demonstracgdo. |

Para resolver sistemas lineares vimos aplicando operagdes elementares a matriz au-
mentada do sistema linear. Isto pode ser feito com quaisquer matrizes.

1.2.2 Matrizes Equivalentes por Linhas

Defini¢ao 1.7. Uma matriz A = (a;;)mxn € equivalente por linhas a uma matriz B = (b;;)mxn, se B pode ser
obtida de A aplicando-se uma seqiiéncia de operacdes elementares sobre as suas linhas.
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Exemplo 1.15. Observando os Exemplos 1.11, 1.14 e 1.13, vemos que as matrizes

1 11 0 0 3 -9 1 3 13
2 1 4, 5 15 —-10 40 |, 0 1 5
2 35 1 3 -1 5 0 -2 -10
sdo equivalentes por linhas as matrizes
100 1 3 0 2 1 0 -2
01 0|, 0 01 =37, 01 5],
0 01 0 0 0 O 00 O

respectivamente. Matrizes estas que sdo escalonadas reduzidas.

Cuidado: elas sdo equivalentes por linhas, ndo sdo iguais!

A relacdo “ser equivalente por linhas” satisfaz as seguintes propriedades, cuja
verificagdo deixamos como exercicio para o leitor:

e Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);

e Se A é equivalente por linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A (sime-
tria);

e Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C, entdo A é
equivalente por linhas a C (transitividade).

Toda matriz é equivalente por linhas a uma matriz na forma escalonada reduzida e
a demonstragdo, que omitiremos, pode ser feita da mesma maneira que fizemos no
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caso particular das matrizes aumentadas dos Exemplos 1.11, 1.14 e 1.13. No Teorema
4.10 na péagina 250 mostramos que essa matriz escalonada reduzida é a tinica matriz
na forma escalonada reduzida equivalente a A.

Teorema 1.4. Toda matriz A = (a;j)mxn é equivalente por linhas a uma tinica matriz escalonada reduzida

R = (rij)m>xn.

O préximo resultado serd usado para provar alguns resultados no capitulo de in-
versdo de matrizes.

Proposicdo 1.5. Seja R uma matriz n x n, na forma escalonada reduzida. Se R # I,,, entiio R tem uma linha nula.
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Demonstracido. Observe que o pivd de uma linha i estd sempre numa coluna j com
j > i. Portanto, ou a ultima linha de R é nula ou o piv6 da linha 7 estd na posigdo
n,n. Mas, neste caso todas as linhas anteriores sdo ndo nulas e os pivos de cada linha
i estd na coluna i, ou seja, R = ;. [ |
1.2.3 Sistemas Lineares Homogéneos
Um sistema linear da forma
a11x1 +  apxy + oo +  A1pXn 0
as1x1  +  axpxy + . +  dayxy 0
. (1.7)
ayix1 +  appxy + ... +  Aynxn 0

é chamado sistema homogéneo. O sistema (1.7) pode ser escrito como A X = 0.

X1 0
X2 0

Todo sistema homogéneo admite pelo menos a solugdo X = ) = | . | cha-
Xn 0

mada de solugdo trivial. Portanto, todo sistema homogéneo tem solucdo. Além
disso ou tem somente a solugao trivial ou tem infinitas soluc¢des

Observacao. Para resolver um sistema linear homogéneo A X = 0, basta escalonarmos a matriz A do sistema,
ja que sob a agdo de uma operagdo elementar a coluna de zeros ndo é alterada. Mas, é preciso ficar atento
quando se escreve o sistema linear associado a matriz resultante das operacdes elementares, para se levar em

consideracdo esta coluna de zeros que ndo vimos escrevendo.
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Teorema 1.6. Se A = (aij)mxn, é tal que m < n, entdo o sistema homogéneo AX = 0 tem solugio diferente da solugio
trivial, ou seja, todo sistema homogéneo com menos equagoes do que incognitas tem infinitas solugoes.

Demonstracdo. Como o sistema tem menos equagdes do que incégnitas (m < n), o
numero de linhas ndo nulas r da forma escalonada reduzida da matriz aumentada do
sistema também ¢ tal que r < n. Assim, temos r piv0s e n — r varidveis (incégnitas)
livres, que podem assumir todos os valores reais. Logo, o sistema admite solucdo
ndo trivial e portanto infinitas solugoes. |

O conjunto solucdo de um sistema linear homogéneo satisfaz duas propriedades
interessantes. Estas propriedades terdo um papel decisivo no estudo de subespacos
de R" na Se¢do 4.1 na pagina 228.

Proposicdo 1.7. Seja A = (a;j)mxn-
(a) Se X eY sdo solugdes do sistema homogéneo, AX = 0, entdo X + Y também o é.

(b) Se X é solugdo do sistema homogéneo, AX = 0, entio aX também o é.
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Demonstragio. (a) Se X e Y sdo solugdes do sistema homogéneo AX = 0, entdo
AX =0e AY = 0 e portanto X + Y também é solugdo, pois
AX4Y)=AX+AY =0+0=0;

(b) Se X é solucdo do sistema homogéneo AX = 0, entdo aX também o €, pois
A(aX) =aAX =a0=0.
|

Estas propriedades ndo sdo validas para sistemas lineares em geral. Por exemplo,
considere o sistema linear AX = B, em que A = [1] e B = [1]. A solucdo deste
sistema é X = [1]. Mas, X + X = 2 X = 2, ndo é solugdo do sistema.

Exemplo 1.16. Vamos retomar a cadeia de Markov do Exemplo 1.9 na pagina 14.
Vamos supor que uma populacgdo é dividida em trés estados (por exemplo: ricos,
classe média e pobres) e que em cada unidade de tempo a probabilidade de mudanga
de um estado para outro seja constante no tempo, s6 dependa dos estados.

Seja t;; a probabilidade de mudanca do estado j para o estado i em uma unidade de
tempo (geragdo). A matriz de transigdo é dada por

© o 6

tn to t3 | D
T = th tn ta | @
ts1 tx tzz | B

Por exemplo, a matriz de transi¢do pode ser dada por
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®

o NI N\»—‘@
™

NSERYER »\H@
NIR NP o @

©

Vamos descobrir qual distribuigdo inicial da populagdo entre os trés estados perma-
nece inalterada, geragdo apods geragdo. Ou seja, vamos determinar P tal que

TP=P ou TP=LP ou (T—I3)P=0.

Assim precisamos resolver o sistema linear homogéneo

—%x + }Iy =
X - Gy o+ 5z o=
v o— 3z =0
cuja matriz aumentada é
44 opo
-3 Lo
0 § —3:i0

12 eliminacdo:

—2x12 linha — 22 linha

= N N =

o M=
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-1 0o
—x1?linha + 2° linha — 2% linha | ~1 1o
L _1:i9g

4 2!

2% eliminagao:

1 -3 0:0
—4x2? linha —» 22 linha | 0 1 -2:0
0 1 _ 1] 0

4 2

122 linha + 12 linha — 1? linha N

—1x2? linha + 3? linha — 32 linha 00 00

Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema seguinte
x -z =0
y — 2z =0
Seja z = a. Entdo y = 2a e x = . Assim, a solugdo geral do sistema é

X =

1 1
p2 | =a| 2 |, paratodoa € R.
p3 1

Tomando a solugéo tal que p; + p2 + p3 = 1 obtemos que se a populacao inicial for
distribuida de forma que p; = 1/4 da populacdo esteja no estado 1, p, = 1/2 da
populacdo esteja no estado 2 e p3 = 1/4, esteja no estado 3, entdo esta distribuicdo
permanecerd constante geragdo ap6s geragao.
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1.2.4 Matrizes Elementares (opcional)

Definicdo 1.8. Uma matriz elementar n X n é uma matriz obtida da matriz identidade I,, aplicando-se uma, e
somente uma, operagdo elementar.

Vamos denotar por E;; a matriz elementar obtida trocando-se a linha i com a linha j da matriz I, E;(«) a matriz
elementar obtida multiplicando-se a linha i da matriz I, pelo escalar a # 0 e E; j(«) a matriz elementar obtida
da matriz I, somando-se a linha j, « vezes a linha i.

ri1 o0 .. . . . 0 7 1 0 . . . . 07
0o . .
0
. 1 .
. 0o ... 1 . i . 1
Ei,]‘z . , ,El(lx) = e 1
1 0 <J 1
1
0 0 0 g
0 0 1 L _
1 0 0
0
’ 1 —i
e El-,]-(a): .
% 1 ]
0
0 : 0 1)
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Exemplo 1.17. As matrizes seguintes sdo as matrizes elementares 2 x 2:

0 1 a 0 1 0
E1,2:E2,1:[1 0}/ El(“)Z{O 1]/]52(0‘):{0 a]zcom“#ol

1 0 0
0 1 0

Sejam E; = | Ex = ..., En = . | matrizes m x 1.
0 0 1

As matrizes elementares podem ser escritas em termos das matrizes E; como

- Ei - - E{ -
: E} :
E! ) . E! .
] 1 . i 1
Ei,j = v Ei(ﬂé) = IJCE}'l —1i e Ei’]‘(lx) = : '
Et | : El+waE!l | <)
i . j i
. E’€1 .
L E}y L E,

Aplicar uma operacao elementar em uma matriz, corresponde a multiplicar a matriz
a esquerda por uma matriz elementar, como mostra o resultado a seguir.
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Teorema 1.8. Sejam E uma matriz elementar m x m e A uma matriz qualquer m x n. Entdo, EA é iqual i matriz obtida
aplicando-se na matriz A a mesma operagio elementar que originou E.

Demonstracido. Como a i-ésima linha de um produto de matrizes BA é igual a B; A,
em que B; é a i-ésima linha da matriz B (Exercicio 1.1.18 (b) na pagina 25) e EfA = A,

em que A; é alinha i da matriz A (Exercicio 16 (b) na pagina 23), entdo:

_Ei

E!
ijA= :
J=| Et

1

Ey

E(w)A= i— | aF!

1

Ey

— E:tlA -
t
EfA

ElA |

| ELA

EtA
A= aEfA | i =

Et,A

lXAi

Am

< J
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B Ei 7] M EiA ] i A1 T
't t :
PN Ei EZA i Ai —i
Eij(a)A = : A= : — :
i= | Ef+aEl E'A +aEfA “—J Aj+ad; | <]
. El, J L Ei, A ] L Am J
[

Assim, aplicar uma seqiiéncia de operagdes elementares em uma matriz, corres-
ponde a multiplicar a matriz & esquerda por um produto de matrizes elementares.

Exemplo 1.18. Quando usamos o método de Gauss-Jordan para resolver o sistema
do Exemplo 1.11 na pégina 34, aplicamos uma seqiiéncia de operagdes elementares
na matriz aumentada do sistema. Isto corresponde a multiplicar a matriz aumentada

1 1 11000
[A[B]=]2 1 4:2000
2 3 512500
a esquerda pelas matrizes elementares
100 100
Eip(=2)=1| -2 1 0|, Ei3(-2) = 010,
0 0 1 -2 0 1
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(1 0 0 1 -1 0 1 00
Ex(-1)=1|0 -1 0|, Ep(-1)=]0 1 0|, Epa(-1)=|0 10
0 01 0 0 1 0 -1 1
(1 0 0 10 -3 100
Es(1))=]10 1 0|, Ep(-3)=|01 0], Ep@2)=|01 2],
00 | 00 1 00 1
ou seja,

1 0 0 i 700
E3(2) E31(—3) E3(3) E23(—1) E21 (1) E2(=1) E3(=2) E1a(—2) [A| B] = [ 8 (1) (1) 1 200 ] :
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 470)

1.2.1. Quais das seguintes matrizes estdo na forma escalonada reduzida:

100 0 3
A=| 0 0 1 0 -4/
00 0 1 2
1000 3
00100
C=loo0o01 2] D=
00000

-

cooc o oo

cooco o

coRr o @O

0 —4
0 5,
-1 2
0 0
2 —4
1 0
0 0

1.2.2. Em cada item suponha que a matriz aumentada de um sistema foi transformada usando operagdes ele-
mentares na matriz escalonada reduzida dada. Resolva o sistema correspondente.

1 0 0 -7 8 [
(a) o 1 0 3 2], (c)
| 0 01 1 -5 |
1 -6 0 0 3 -2 i
0o 0 1 0 4 7
®) o 0o 0 1 5 8] (d)
. 0 0 0 0 0 O i

1.2.3. Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, os seguintes sistemas:

X1 + x + 2x3 = 8
(a) —x1 — 2xp + 3x3 = 1;
3x1 — 7xp + 4x3 = 10
2x1 + 2x + 2x3 = 0
(b) —2x1 + 5xp 4+ 2x3 = 1 ;
8x1 + xp + 4xz3 = -1

JuTho 2010
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— 2xp + 3x3 = 1
(c) 3x1 + 6xo — 3x3 = -2 .
6x1 + 6x0 + 3x3 = 5
1.2.4. Os sistemas lineares seguintes possuem a mesma matriz A. Resolva-os usando o método de Gauss-
Jordan. Observe que os dois sistemas podem ser resolvidos ao mesmo tempo escalonando a matriz
aumentada [A | By | By ].
Xy — 2x + X3 = 1 Xy — 2x + X3 = 2
(a) 2x7 — S5xp + x3 = -2 ; (b) 2x; — 5x + x3 = 1.
3x1 — 7xp 4+ 2x3 = -1 3x1; — 7xp + 2x3 = 2
1 0 5
1.25. SejaA=| 1 1 1
0 1 —4
(a) Encontre a solugdo geral do sistema (A + 4I3)X = 0;
(b) Encontre a solucdo geral do sistema (A — 2I3) X = 0.
1.2.6. Para cada sistema linear dado, encontre todos os valores de a para os quais o sistema nao tem solugdo,
tem solucédo tinica e tem infinitas solugoes:
x + 2y — 3z = 4
(a) 3x — y + 52z = 2 ;
4 + y + (@®-14)z = a+2
x + y + z = 2
(b) 2x + 3y + 2z =5 .
2x + 3y + (@®>-1)z = a+1
1.2.7. Uma inddtstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B. Para a manufatura

de cada kg de X sdo utilizados 2 gramas do insumo A e 1 grama do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama
de insumo A e 3 gramas de insumo B e, para cada kg de Z, 3 gramas de A e 5 gramas de B. O preco de
venda do kg de cada um dos produtos X, Y e Z ¢ R$ 3,00, R$ 2,00 e R$ 4,00, respectivamente. Com a venda
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de toda a produgao de X, Y e Z manufaturada com 1,9 kg de A e 2,4 kg de B, essa industria arrecadou
R$ 2900,00. Determine quantos kg de cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos. (Sugestdo: veja o
Exemplo 1.11 na pagina 34.)

1.2.8. Determine os coeficientes a, b, c e d da fungéo polinomial p(x) = ax® + bx? + cx + d, cujo grafico passa
pelos pontos P; = (0,10), P, = (1,7),P; = (3, —11) e Py = (4, —14).
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1.2.9. Determine coeficientes a, b e ¢ da equagio do circulo, x> + y? + ax + by + ¢ = 0, que passa pelos pontos
P =(-2,7),P,=(—45)eP; = (4,-3).

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



62 Matrizes e Sistemas Lineares

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



1.2  Sistemas de Equac¢des Lineares 63

1.2.10. Encontre condig¢des sobre os b;’s para que cada um dos sistemas seja consistente (isto ¢, tenha solugdo):

X1 — 2xp + bxz3 = b1 Xy — 2xp — X3 = b1
(a) 4x; — 5xp + 8x3 = by ; (b) —4x1 4+ bxp + 2x3 = by .
—3x1 + 3x, — 3x3 = b3 —4x;1 + 7xo + 4x3 = b3

1.2.11. (Relativo a sub-sec¢do 1.2.4) Considere a matriz

0 1 7 8
A= 1 3 3 8
-2 -5 1 -8

Encontre matrizes elementares E,F, G e H tais que R = EFGHA é uma matriz escalonada reduzida.
(Sugestao: veja o Exemplo 1.18 na pégina 55.)

1.2.12. Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, os seguintes sistemas:

X1 + 2xp — 3x4 + X5 = 2
() X1 + 2x + x3 — 3x + x5 + 2x = 3
X1 + 2x — 3x4 + 2x5 4+ x = 47
3x1 + 6x2 + x3 — 9x4 4+ 4x5 + 3xg = 9
x1 + 3x — 2x3 + 2xs5 = 0
() 2x; 4+ 6xp — bx3 — 2x4 + 4x5 — 3x¢ = -1
5x3 4+ 10x4 + 15x¢ = 57
2x1 + 6xp + 8x4 + 4x5 4+ 18x¢ = 6
1 1 1 1
. . 1 3 -2 a . . ~ .
1.2.13. Considere a matriz A = 2 24—2 —a—2 3a-1 | Determine o conjunto solugdo do sistema
3 a+2 -3  2a+1

AX = B,em que B =[4316]', para todos os valores de a.

1.2.14. Resolva os sistemas lineares cujas matrizes aumentadas sdo:
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(1 2 3 1 8
(@ |1 3 01 7| 1 2 30
|1 0 2 13 © 1 1 10
[1 1 3 -3 0 Y1112 0
(b) 0 2 1 -3 3 1; 1 3 30
1 0 2 -1 -1
Exercicios usando o MATLAB®
Comandos do MATLAB®:
>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1, ..., An
colocadas uma ao lado da outra;
>> expr=subs (expr,x,num) substitui na expressdo expr a varidvel x por num.
>> p=poly2sym([an,...,a0],x) armazena na varidvel p o polindmio a,x" + ... + ay.

>> c1f limpa a figura ativa.
Comandos do pacote GAAL:

>> B=opel(alpha,i,A) ou >> oe(alpha,i,A)faz a operacdo elementar
alphaxlinha i ==> linha i da matriz A e armazena a matriz resultante em B.

>> B=opel(alpha,i,j,A) ou>> oe(alpha,i,j,A) faz a operacdo elementar
alphaxlinha i + linha j ==> linha j da matriz A e armazena em B.

>> B=opel(A,i,j) ou>> oe(A,i,j) faz a troca da linha i com a linha j da matriz A e armazena a matriz
resultante em B.

>> B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e armazena a matriz
resultante na variavel B.
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>> matvand(P,k) obtém a matriz de Vandermonde de ordem k, se P=[x1; ... ;xn] e a matriz de Vander-
monde generalizada no caso em que P=[x1,y1;...;xn,yn].
>> po([x1,y1;x2,y2;...xk,yk]) desenha os pontos (x1,y1), ..., (xk,yk).
>> plotf1(f, [a,b]) desenha o grafico da funcdo dada pela expressao simbolica f no intervalo [a,b].
>> plotci(f, [a,b], [c,d]) desenha o grafico da curva dada implicitamente pela expressdo f (x,y)=0
na regido do plano [a,blx[c,d].
>> p=poly2sym2([a,b,c,d,e,f],x,y) armazena na varidvel p o polindmio em duas varidveis
ax? + bxy + cy? + dx + ey + f.
>> eixos desenha os eixos coordenados.

1.2.15. (a) Use o comando P=randi(4,2), para gerar 4 pontos com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.
Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.
(b) Useo MATLAB® para tentar encontrar os coeficientes a, b, c e d da fungdo polinomial
p(x) = ax® + bx? + cx + d cujo gréfico passa pelos pontos dados pelas linhas da matriz P. A matriz
A=matvand(P(:,1),3) pode ser ttil na solu¢do deste problema, assim como a matriz B=P(:,2). Se
ndo conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode ndo ser possivel?
(c) Desenhe os pontos e o grafico do polindmio com os comandos
clf, po(P), syms x, p=poly2sym(R(:,5),x), plotfi(p, [-5,5]), em que R é forma escalonada re-
duzida da matriz [A,B].
(d) Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.
1.2.16. (a) Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.

Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

(b) Use o MATLAB® para tentar encontrar os coeficientes a,b,c,d,e e f da conica, curva de equacdo
ax? + bxy + cy? +dx + ey + f = 0, cujo gréfico passa pelos pontos cujas coordenadas sio dadas
pelas linhas da matriz P. A matriz A=matvand (P,2) pode ser ttil na solugdo deste problema. Se ndo
conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode ndo ser possivel?
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(c) Desenhe os pontos e a conica com os comandos
clf, po(P), syms x y, p=poly2sym2([-R(:,6);1],x,y), plotci(p, [-5,5],[-5,5]),em queR éa
forma escalonada reduzida da matriz A.

(d) Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

1.2.17. Use o MATLAB® e resolva os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 1.2.3.

Exercicios Teoricos

1.2.18. Mostre que toda operagao elementar possui inversa, do mesmo tipo, ou seja, para cada operagdo elemen-
tar existe uma outra operacao elementar do mesmo tipo que desfaz o que a operagao anterior fez.

1.2.19. Prove que:
(a) Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);
(b) Se A é equivalente por linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A (simetria);

(c) Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C, entdo A é equivalente por linhas
a C (transitividade).

1.2.20. (a) Sejam X; e X, solugdes do sistema homogéneo A X = 0. Mostre que aX; + X, é solugdo, para
quaisquer escalares « e B. (Sugestao: veja o Exemplo 1.7.)

(b) Sejam X; e X; solugdes do sistema A X = B. Mostre que se aX; + X, é solugdo, para quaisquer
escalares « e B, entdo B = 0. (Sugestdo: facaa = = 0.)

1.2.21. Sejam A uma matriz m x n e B # 0 uma matriz m x 1.

(a) Mostre que se X; é uma solugdo do sistema AX = B e Y] é uma solugdo do sistema homogéneo
associado AX = 0, entdo X; + Y7 é solucdo de AX = B.

(b) Seja Xp solugao particular do sistema AX = B. Mostre que toda solugdo X do sistema AX = B, pode
ser escrita como X = X + Y, em que Y é uma solugdo do sistema homogéneo associado, AX = 0.
Assim, a solucdo geral do sistema AX = B é a soma de uma solucdo particular de AX = B com a
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solugdo geral do sistema homogéneo associado AX = 0. (Sugestdo: Escreva X = Xy + (X — Xp) e
mostre que X — Xy € solugdo do sistema homogéneo AX = 0.)
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Teste do Capitulo

Para o sistema linear dado, encontre todos os valores de a para os quais o sistema nédo tem solugdo, tem

1.
solugdo tnica e tem infinitas solugdes:
x + 2y + z = 3
x + y - z = 2
x + y + (@®-5z = a
2. Se possivel, encontre os valores de x, y e z tais que:
1 2 3 —40 16 «x 1 00
2 53 13 -5 y|=]010
1 0 8 5 -2 z 0 01

3. Sejam

1 0 p_ cosf senf
0o -1 € | —senf cosf |’

o |

Sabendo-se que A = P!DP, calcule D?, PP! e A2.

4. Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:
(a) Se A2 = —2A% entdo (I, + A?)(I, — 2A?) = I;
(b) Se A = P!DP, onde D é uma matriz diagonal, entdo A" = A;
Julho 2010
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(c) Se D é uma matriz diagonal, entdo DA = AD, para toda matriz A, n X n;
(d) Se B = AA!, entio B = B'.
(e) Se Be A sdo tais que A = A’ e B = B, entdo C = AB, é tal que C! = C.
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Capitulo 2

Inversio de Matrizes e Determinantes

2.1 Matriz Inversa

Todo ntimero real 4, ndo nulo, possui um inverso (multiplicativo), ou seja, existe
um ndmero b, tal que ab = ba = 1. Este ntimero é tnico e o denotamos por a~ .
Apesar da édlgebra matricial ser semelhante a dlgebra dos niimeros reais, nem todas
as matrizes A ndo nulas possuem inversa, ou seja, nem sempre existe uma matriz B
tal que AB = B A = I,;. De inicio, para que os produtos AB e BA estejam definidos
e sejam iguais é preciso que as matrizes A e B sejam quadradas. Portanto, somente
as matrizes quadradas podem ter inversa, o que ja diferencia do caso dos ntimeros
reais, pois todo ntimero ndo nulo tem inverso. Mesmo entre as matrizes quadradas,
muitas ndo possuem inversa, apesar do conjunto das que ndo tem inversa ser bem

70
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menor do que o conjunto das que tem (Exercicio 2.2.9 na pédgina 132).

Definicdo 2.1. Uma matriz quadrada A = (aij)nxn é invertivel ou ndo singular, se existe uma matriz
B = (bij)nxn tal que
AB=BA=1,, (2.1)

em que [, é a matriz identidade. A matriz B é chamada de inversa de A. Se A ndo tem inversa, dizemos que
A é ndo invertivel ou singular.

Exemplo 2.1. Considere as matrizes

21 [ -1/2 1/6
A‘[ 0 3] e B_[ 0 1/3]'

A matriz B é a inversa da matriz A, pois AB=BA = D.

Teorema 2.1. Se uma matriz A = (ai]-)nxn possui inversa, entiio a inversa é tinica.
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Demonstracido. Suponhamos que B e C sejam inversas de A. Entdo,

AB=BA=1,=AC=CA

e assim,

B=BI, = B(AC) = (BA)C=1,C=C.
|

Denotamos a inversa de A, quando ela existe, por A~1. Devemos chamar atencgao
para o fato de que o indice superior —1, aqui, ndo significa uma poténcia, tdo pouco
uma divisdo. Assim como no caso da transposta, em que A’ significa a transposta de
A, aqui, A~! significa a inversa de A.

2.1.1 Propriedades da Inversa

Teorema 2.2. (1) Se A é invertivel, entdo A~ também o é e

(AH T =4;

(b) Se A = (ajj)nxn € B = (bij)nxn sio matrizes invertiveis, entdo AB é invertivel e

(AB)"' =B1A71,;

(c) Se A = (aij)nxn é invertivel, entdo At também é invertivel e
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Demonstracido. Se queremos mostrar que uma matriz é a inversa de uma outra, te-
mos que mostrar que os produtos das duas matrizes sdo iguais a matriz identidade.

(a) Uma matriz B é a inversa de A~! se
AT'B=BA ' =1,.
Mas, como A1 é a inversa de A, entdo
AAT =ATTA=1,.
Como a inversa é tnica, entdo B = A é a inversa de A~!, ouseja, (A~1)~! = A.
(b) Temos que mostrar que a inversa de AB é B 1A-1 ou seja, mostrar que os
produtos (AB)(B~'A~1!) e (B~'A~1)(AB) sdo iguais a matriz identidade. Mas,
pelas propriedades (h) e (i) do Teorema 1.1 na pagina 9:
(AB)(BT'A )= ABBHWA ' = ALLA ' =AA"Y = I,
(B 'AYHY(AB)=B 1 (A'AB=B"'I,B=B"'B = I,

(c) Queremos mostrar que a inversa de Af é (A~1)!. Pela propriedade (o) do Teo-
rema 1.1 na pagina 9:

At(A—l)t _ (A—lA)t _ Irtl = I,
(AHYA = (AA Y =1, = L.
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O teorema seguinte, cuja demonstracao serd omitida no momento (Subsecdo 2.1.2),
garante que basta verificarmos uma das duas igualdades em (2.1) para sabermos se
uma matriz é a inversa de outra.

Teorema 2.3. Sejam A e B matrizes n X n.
(a) Se BA = I,,, entdo AB = 1,;;
(b) Se AB = I, entdo BA = I,;

Assim, para verificar que uma matriz A é invertivel, quando temos uma matriz B
P q q

que é candidata a inversa de A, basta fazer um dos produtos AB ou BA e verificar se
um deles é igual a [,;. O préximo exemplo ilustra este fato.

Exemplo 2.2. Seja A = (a;;)nxn uma matriz tal que A3 =0 (A pode nao ser a matriz

nula!). Vamos mostrar que a inversa de I, — A é I, + A + A2. Para provar isto,
devemos multiplicar a matriz I,, — A, pela matriz que possivelmente seja a inversa
dela, aqui I + A + A2, e verificar se o produto das duas é igual a matriz identidade
ITZ'

(I —A)(In+ A+ A?) = Li(Ii+ A+ A?) —A(Li+ A+ A?) = [, + A+ A2— A-A* - A’ = I,

Aqui foram usadas as propriedades (i) e (j) do Teorema 1.1 na pagina 9.
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2.1.2 Matrizes Elementares e Inversao (opcional)

As matrizes elementares tém um papel importante no estudo da inversdo de matri-
zes e da solucdo de sistemas lineares.

Proposicao 2.4. Toda matriz elementar é invertivel e sua inversa é também uma matriz elementar. Usando a notacio
introduzida na pigina 52, temos:

(a) E;jl = Ej,i = Ei,]','
(b) Ei(a)™' = E;(1/a), para a # O;
(c) Ei’]’(ﬂc)il = Ei’]’(—ﬂé).

Demonstracdo. Seja E uma matriz elementar. Esta matriz é obtida de I, aplicando-
se uma operagdo elementar. Seja F a matriz elementar correspondente a operacdo
que transforma E de volta em I,,. Agora, pelo Teorema 1.8 na pagina 54, temos que
FE =EF = I,,. Portanto, F é a inversa de E. [ |
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Teorema 2.5. Seja A uma matriz n x n. As seguintes afirmagcdes sio equivalentes:
(a) Existe uma matriz B, n X n, tal que BA = I,.
(b) A matriz A é equivalente por linhas a matriz identidade I,,.

(c) A matriz A é invertivel.

Demonstracdo. (a)=(b) Se BA = I,, entdo o sistema AX = 0 tem somente a
solugdo trivial, pois X = [,X = BAX = B0 = 0. Isto implica que a matriz
A é equivalente por linhas a matriz identidade I, pois caso contrario a forma
escalonada reduzida de A teria uma linha nula (Proposicao 1.5 na pégina 46).

(b)=(c) A matriz A ser equivalente por linhas a I, significa, pelo Teorema 1.8 na
pagina 54, que existem matrizes elementares Ej, ..., E, tais que

E...HLA = I, (2.2)
(E;' . EDE...EZA = E;'.E!
A = E'.EL (2.3)

Aqui, usamos o fato de que as matrizes elementares sdo invertiveis (Proposicao
2.4). Portanto, A é invertivel como o produto de matrizes invertiveis.

(c)=-(a) Claramente.
|

Se A é invertivel, entdo multiplicando-se ambos os membros de (2.2) a direita por

A~1 obtemos
Ei...E1L, = AL
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Assim, a mesma seqiiéncia de operagdes elementares que transforma a matriz A na
matriz identidade I,, transforma também I, em A~1.

A demonstracdo do Teorema 2.3 na pagina 74, agora, é uma simples consequéncia
do Teorema anterior.

Demonstracdo do Teorema 2.3. (a) Vamos mostrar que se BA = I, entdo A é in-
vertivel e B = A~1. Se BA = I,, entdo pelo Teorema 2.5, A é invertivel e
B=BIl,=BAA'=1,A"' = A"l Logo, AB = BA = I,.

(b) Se AB = I, entdo pelo item anterior B é invertivel e B~! = A. Portanto

BA = AB = 1I,.

Segue da demonstracdo, do Teorema 2.5 (equacgao (2.3)) o resultado seguinte.

Teorema 2.6. Uma matriz A é invertivel se, e somente se, ela é um produto de matrizes elementares.
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Exemplo 2.3. Vamos escrever a matriz A do Exemplo 2.5 na pagina 82 como o pro-
duto de matrizes elementares. Quando encontramos a inversa da matriz A, apli-
camos uma seqiiéncia de operagdes elementares em [ A | I3] até que encontramos
a matriz [I3| A™!]. Como as operagdes sdo por linha, esta mesma seqiiéncia de
operagdes elementares transforma A em I,,. Isto corresponde a multiplicar a matriz

111
A= 2 1 4 | aesquerda pelas matrizes elementares
2 35
1 00 100
Eip(=2)=1| -2 1 0|, Ei3(-2)= 01 0],
0 01 -2 01
1 0 0 1 -1 0 1 00
Ex(-1)=1]0 -1 0|, Epn(-1)=|0 1 0|, Epa(-1)=|0 1 0
0 01 0 01 0 -1 1
1 0 0 1 0 -3 100
E3(3)=|0 1 0|, Es(-3)=]0 1 0], Ea2)=]0 1 2|,
00 | 00 1 00 1
ou seja,

E3.(2) E31(—3) E3(5) E23(—1) Ep1(—1) Ea(—1) E13(~2) E1p(~2) A = L.

Multiplicando a esquerda pelas inversas das matrizes elementares correspondentes
obtemos

A = E13(2) E13(2) E2(—1) Ez1(1) Ea3(1) E3(5) E31(3) E12(—2).

2.1.3 Meétodo para Inversao de Matrizes
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Exemplo 2.4. Seja A = { {Z

que AB = I, ou seja,

O exemplo seguinte mostra, para matrizes 2 x 2, ndo somente uma forma de desco-
brir se uma matriz A tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso
em que ela exista. Ou seja, escalonamos a matriz [A | I;] e encontramos a sua forma
escalonada reduzida [R | S]. Se R = I, entdo a matriz A é invertivel e a inversa
A~ = S. Caso contrario, a matriz A ndo é invertivel.

Z ] Devemos procurar uma matriz B = [ vy } tal
z w
ax + bz =1
cx + dz 0
ay + bw = 0
cy + dw = 1

Este sistema pode ser desacoplado em dois sistemas independentes que possuem a
mesma matriz, que é a matriz A. Podemos resolvé-los simultaneamente. Para isto,
basta escalonarmos a matriz aumentada

[?Zé?}ZMUﬂ

Os dois sistemas tém solucdo tinica se, e somente se, a forma escalonada reduzida

da matriz [A| ;] for da forma [I; |S] = [

1 0's
0 1:u

t
v

] (verifique, observando o

que acontece se a forma escalonada reduzida da matriz A nao for igual a I,). Neste

caso,x =s,z=uey =1t

w = v, ou seja, a matriz A possuird inversa,

Alszsz[St}.
u o
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Para os leitores da Subsec¢ao 2.1.2 o préximo teorema é uma simples consequéncia do
Teorema 2.5 na pagina 76. Entretanto a demonstra¢do que daremos a seguir fornece

um método para encontrar a inversa de uma matriz, se ela existir.

Teorema 2.7. Uma matriz A, n X n, é invertivel se, e somente se, A é equivalente por linhas i matriz identidade I,,.

Demonstracio. Pelo Teorema 2.3 na pagina 74, para verificarmos se uma matriz A,
n x n, é invertivel, basta verificarmos se existe uma matriz B, tal que

AB=1,. (2.4)

Vamos denotar as colunas de B por X1, Xp, ..., Xy, ouseja, B=[X; ... X, ], em que

X11 X12 X1n

X21 X22 Xon
Xl - ’ XZ - . ’ ’ X}’l -

Xn1 Xn2 Xnn

e as colunas da matriz identidade I,,, por Eq, E, ..., Ey, ouseja, I, = [E; ... E; ], em
ue

1 0 0

0 1 0
El— ,E2: . 7 /Eﬂ:

0 0 1

Assim a equagdo (2.4) pode ser escrita como

A[Xy ... Xy =[AXy ... AXy] = [E1 ... En],
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pois a j-ésima coluna do produto AB é igual a A vezes a j-ésima coluna da matriz B
(Exercicio 18 na pégina 25). Analisando coluna a coluna a equacdo anterior vemos
que encontrar B é equivalente a resolver n sistemas lineares

AX;=E; paraj=1...,n

Cada um dos sistemas pode ser resolvido usando o método de Gauss-Jordan. Para
isso, formariamos as matrizes aumentadas [A | E1], [A | E3],...,[A | E,]. Entre-
tanto, como as matrizes dos sistemas sdo todas iguais a A, podemos resolver todos
os sistemas simultaneamente formando a matriz n x 2n

[A|E\Ey...En]=[A] L]

Transformando [ A | I, | na sua forma escalonada reduzida, que vamos denotar por
[R | S|, vamos chegar a duas situa¢des possiveis: ou a matriz R é a matriz identi-
dade, ou nao é.

e Se R = I, entdo a forma escalonada reduzida da matriz [A | I,] é da
forma [I, | S]. Se escrevemos a matriz S em termos das suas colunas
S = [S152...54], entdo as solugdes dos sistemas A X; = E; sdo X; = S; e

assim B = S é tal que A B = I, e pelo Teorema 2.3 na pagina 74 A é invertivel.

e Se R # I, entdo a matriz A ndo é equivalente por linhas & matriz identidade
I,. Entdo, pela Proposicdo 1.5 na pdgina 46 a matriz R tem uma linha nula. O
que implica que cada um dos sistemas A X; = E; ou ndo tem solugdo tinica ou
ndo tem solugdo. Isto implica que a matriz A ndo tem inversa, pois as colunas
da (tinica) inversa seriam X;, paraj=1,...n. |

Observacao. Da demonstracdo do Teorema 2.7 obtemos ndo somente uma forma de descobrir se uma matriz A
tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso em que ela exista. Ou seja, escalonamos a matriz
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[A | I;] e encontramos a sua forma escalonada reduzida [R | S]. Se R = I,,, entdo a matriz A é invertivel e a
inversa A~! = S. Caso contrdrio, a matriz A nao é invertivel. Vejamos os exemplos seguintes.

Exemplo 2.5. Vamos encontrar, se existir, a inversa de
1 1 1
A=12 1 4
2 35

12 eliminacdo:

~2x1? linha + 2? linha —» 2* linha S B
oA an: an: |

2x1?% linha + 3% linha — 3? linha 0 1 3.-2 0 1

22 eliminagdo:

linh >t T 11 1. 1 00

—1x2% linha — 2? linha 0 1 -2 2 -1 0

01 3:-2 01

—1x2? linha 4 1? linha — 1? linha 10 3:-1 10

—1x2? linha + 3% linha — 32 linha 01 -2 2 -10

00 5 -4 11
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32 eliminagao:

1 0 3:-1 10

1 x3? linha — 32 linha 01 -2, 2 -1 0

' 4 1 1

oo 1;-¢ 11

100 Z %2 -3

—3x32 linha + 12 linha —> 1? linha 01 0 g _g g
2x3% linha + 2% linha — 22 linha ! 5 5 5
JCREE B

Assim, a matriz [A | I3] é equivalente por linhas a matriz acima, que é da forma
[I5 | S], portanto a matriz A é invertivel e a sua inversa é a matriz S, ou seja,

Gil= il Gl

Al =

Uil GIIN U1
Qil—= Tl U1l

Exemplo 2.6. Vamos determinar, se existir, a inversa da matriz
1 2 3
A=11 1 2
01 1
Para isso devemos escalonar a matriz aumentada

1 2 3:1 00
AlLJ=|1 12010
01 1:0 0 1
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12 eliminacao:

1231 00
—1x12 linha 4 22 linha —» 22 linha 01 1{1 -1 0
011{0 01
22 eliminagdo:
1 2 3/1 00
—1x22 linha — 22 linha 0 1 131 -1 0
011{0 01
“2x2% linha + 1? linha — 1¢ linha NI
—1x22 linha + 32 linha —» 3? linha 000 -1 11

Assim, a matriz [A | 3] é equivalente por linhas a matriz acima, que é da forma
[R| S], com R # I3. Assim, a matriz A ndo é equivalente por linhas a matriz identi-
dade e portanto ndo é invertivel.

Se um sistema linear AX = B tem o nimero de equagdes igual ao nimero de
incégnitas, entdo o conhecimento da inversa da matriz do sistema A~!, reduz o
problema de resolver o sistema a simplesmente fazer um produto de matrizes, como
estd enunciado no préximo teorema.

Teorema 2.8. Seja A uma matriz n X n.
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(a) O sistema associado AX = B tem solugio tinica se, e somente se, A é invertivel. Neste caso a solugio é X = A~1B;

(b) O sistema homogéneo A X = 0 tem solugio ndo trivial se, e somente se, A é singular (ndo invertivel).
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Demonstracdo. (a) Se a matriz A é invertivel, entdo multiplicando A X = B por
A~! a esquerda em ambos 0s membros obtemos

AN AX) = A'B
(A7'A)X = A7'B
LX = A'B
X = A7lB

Aqui foram usadas as propriedades (h) e (i) do Teorema 1.1 na pagina 9. Por-
tanto, X = A~!B é a tinica solucdo do sistema A X = B. Por outro lado, se o
sistema A X = B possui solugdo tinica, entdo a forma escalonada reduzida da
matriz aumentada do sistema [A | B] é da forma [R | S], em que R = I,. Pois a
matriz A é quadrada e caso R fosse diferente da identidade possuiria uma linha
de zeros (Proposi¢do 1.5 na pagina 46) o que levaria a que o sistema A X = B ou
nédo tivesse solugdo ou tivesse infinitas solugdes. Logo, a matriz A é equivalente
por linhas a matriz identidade o que pelo Teorema 2.7 na pagina 80 implica que
A éinvertivel.

(b) Todo sistema homogéneo possui pelo menos a solugdo trivial. Pelo item ante-
rior, esta sera a uinica solucdo se, e somente se, A é invertivel. [ |

Vamos ver no préximo exemplo que se conhecemos a inversa de uma matriz,
entdo a producdo de uma industria em vérios periodos pode ser obtida apenas
multiplicando-se a inversa por matrizes colunas que contenham a arrecadagdo e as
quantidades dos insumos utilizados em cada periodo.

Exemplo 2.7. Uma indtstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de
insumo, A e B. Para a manufatura de cada kg de X sdo utilizados 1 grama do insumo
A e 2 gramas do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1 grama de
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insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de A e 4 gramas de B. O prego de venda do
kg de cada um dos produtos X, Y e Z é R$ 2,00, R$ 3,00 e R$ 5,00, respectivamente.
Como vimos no Exemplo 1.6 na pagina 7, usando matrizes o esquema de producdo
pode ser descrito da seguinte forma:

XY Z
gramas de A/kg 111 x kg de X produzidos
gramas de B/kg 2 1 4 = A X = Y kg de Y produzidos
preco/kg 2 35 z kg de Z produzidos
x+y+z gramas de A usados
AX = 2x +y+4z gramas de B usados

2x + 3y + 5z arrecadacdo
No Exemplo 2.5 na pagina 82 determinamos a inversa da matriz
111
A=1|2 1 4
2 35

que é

QGll= il TGllw

Al =

Ullds G1IN U1
Qil—= 1l Gl

Sabendo-se a inversa da matriz A podemos saber a producdo da indistria sempre
que soubermos quanto foi gasto do insumo A, do insumo B e a arrecadagéo.

(a) Se em um periodo com a venda de toda a produgdo de X, Y e Z manufaturada
com 1 kg de A e 2 kg de B, essa indtstria arrecadou R$ 2500, 00, entdo para
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determinar quantos kg de cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos sim-
plesmente multiplicamos A~! pela matriz

2000 gramas de B usados

1000 gramas de A usados
B =
2500 arrecadacédo

ou seja,

Qi G Gl

kg de Y produzidos y | =X=A"'B=

kg de Z produzidos z

Q= Gl Il

kg de X produzidos [ x

1000 700
2000 | =] 200
2500 100

Portanto, foram produzidos 700 kg do produto X, 200 kg de Y e 100 kg de Z.

Uil T1IN U1

(b) Se em outro periodo com a venda de toda a produgdo de X, Y e Z manufatu-
rada com 1 kg de A e 2,1 kg de B, essa indtstria arrecadou R$ 2900, 00, entao
para determinar quantos kg de cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos
simplesmente multiplicamos A~! pela matriz

1000 gramas de A usados
B = 2100 gramas de B usados
2900 arrecadacédo
ou seja,
. A 2 _3
kg de X produzidos x 5 5 5 1000 500
kgdeY produzidos |y | =X=A"'B=| 2% -% 2 2100 | = | 300
kg de Z produzidos z . % % % 2900 200

Portanto, foram produzidos 500 kg do produto X, 300 kg de Y e 200 kg de Z.
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Vamos mostrar a reciproca do item (b) do Teorema 2.2 na pagina 72. Este resultado
sera titil na demonstragdo de que o determinante do produto de matrizes é o produto
dos determinantes (Subsecdo 2.2.2 na pagina 119).

Proposicdo 2.9. Se A e B sdo matrizes n x n, com AB invertivel, entdo A e B sdo invertiveis.

Demonstracio. Considere o sistema (AB)X = 0. Se B nio fosse invertivel, entdo
existiria X # 0, tal que BX = 0 (Teorema 2.8 na pagina 84). Multiplicando-se por
A, teriamos AB X = 0, o que, novamente pelo Teorema 2.8 na pagina 84, contradiz o
fato de AB ser invertivel. Portanto, B é invertivel. Agora, se B e AB sdo invertiveis,
entdo A também é invertivel, pois A = (AB)B~!, que é o produto de duas matrizes
invertiveis. u
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2.1.4 Aplicacdo: Interpolacao Polinomial

Sejam P; = (x1,y1),---,Pn = (Xn,yn), com x1, ..., x, numeros distintos. Considere
o problema de encontrar um polinémio de grau n — 1

p(x) = ay_1x" Vb a, ox" 24+ ax +a,

que interpola os dados, no sentido de que p(x;) = y;, parai =1,...,n.

Por exemplo se os pontos sdo P; = (0,10),P, = (1,7),P; = (3,—11), Py = (4,—14)
entdo o problema consiste em encontrar um polinémio de grau 3 que interpola os
pontos dados (veja o Exercicio 1.2.8 na pagina 59).
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30

10

-30

ol |

-2

Vamos mostrar que existe, um e somente um, polindmio de grau no maximo igual
an — 1, que interpola n pontos, com abscissas distintas. Substituindo os pontos no
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polinémio p(x), obtemos um sistema linear AX = B, em que

n—1 n—2
ap_q Y1 Xy Xy oooxp 1
ay_2 Y2 xg’fl ngz coox 1
X = . , B= . e A=
ag Yn xploxn=2 oy, 1

A matriz A é chamada matriz de Vandermonde.

Vamos mostrar que AX = B tem somente uma solugdo. Pelo Teorema 2.8 na pagina
84, um sistema de n equacgdes e 1 incégnitas AX = B tem solucdo tnica se, e so-
mente se, o sistema homogéneo associado, AX = 0, tem somente a solucéo trivial.
X = [ay—1 -+ ag ] ésolugdo do sistema homogéneo se, e somente se, 0 polindmio
de graun — 1, p(x) = a,_1x" "1 +--- + ag, se anula em n pontos distintos. O que
implica que o polindmio p(x) é o polindbmio com todos os seus coeficientes iguais a
zero. Portanto, o sistema homogéneo A X = 0 tem somente a solugdo trivial. Isto
prova que existe, um e somente um, polindmio de grau no maximo igual a n — 1,
que interpola n pontos, com abscissas distintas.

Assim a solucdo do sistema linear é X = A~!B. Como a matriz A depende apenas
das abscissas dos pontos, tendo calculado a matriz A~! podemos determinar rapi-
damente os polindmios que interpolam varios conjuntos de pontos, desde que os
pontos de todos os conjuntos tenham as mesmas abscissas dos pontos do conjunto
inicial.
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2.1.5 Aplicacao: Criptografia

a b c d e f g h i J k 1 m n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
o P q r s u v W X y z a a a
15 16 17 | 18 19 | 20 | 21 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29
a G é é i 6 0 ¢ i i A B C D E

30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42 | 43 | 44

F G H I J K L M N 0 P Q R S T
45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59

U v W X Y Z A A A 1 C E E I 0
60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72 | 73 | 74
0 0 U U 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 :
75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89

S < | =] > 7 e '] "] # s % el 1l
90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 | 100 | 101 | 102 | 103 | 104
v |+ =1 . [ /T3 11 |3

105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111 | 112 | 113 114 115 | 116 | 117

Tabela 2.1: Tabela de conversao de caracteres em nimeros

Vamos transformar uma mensagem em uma matriz da seguinte forma. Vamos que-
brar a mensagem em pedagos de tamanho 3 e cada pedaco serd convertido em uma
matriz coluna usando a Tabela 2.1 de converséo entre caracteres e ndmeros.

Considere a seguinte mensagem criptografada
1ydobbr,? (2.5)

Quebrando a mensagem criptografada em pedagos de tamanho 3 e convertendo
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cada pedago para uma coluna de niimeros usando a Tabela 2.1 obtemos a matriz

80 15 18
Y=|25 2 107
4 2 94

Sabendo-se que esta mensagem foi criptografada fazendo o produto da mensagem
inicial pela matriz

1 10
M={011
0 01

entao
X=M1y

serd a mensagem inicial convertida para nimeros, ou seja,

1 -1 1 80 15 18 59 15 5
X=M1ly=1|0 1 -1 25 2 107 | =121 O 13
0 0 1 4 2 94 4 2 94

Convertendo para texto usando novamente a Tabela 2.1 obtemos que a mensagem
que foi criptografada é
Tudo bem? (2.6)
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 492)

2.1.1. Seja A uma matriz 3 X 3. Suponha que X =

A é singular ou ndo? Justifique.

2.1.2. Se possivel, encontre as inversas das seguintes matrizes:

123
(@ |1 1 2|
01 2|
(1 2 2]
® |13 1];
13 2
101 11
1 2 -1 2
@11 9 21
1 3 32

-2

1

3

2.1.3. Encontre todos os valores de a para os quais a matriz A =

2.1.4. Se

encontre (A B)~L.

2.1.5. Resolva o sistema A X = B,se A~ =

—_ W

=~ N

@D N

— W

S =

R Rk O R, =)0

o o

] é solugdo do sistema homogéneo A X = 0. A matriz

— N W s WWw

ONWRFR, RPFRLPDNDNNDDN

I
—_
AR N

tem inversa.
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96 Inversao de Matrizes e Determinantes
2.1.6. Seja
1 -1
A= 3 ] .
mostraremos no Exemplo 7.6 na pagina 407 que
1 1] 3 0
P=1 2 2] ¢ D‘[o 1}
sdo tais que
A=PDP L.
Determine Ak, parak=1,2,3,...
2.1.7. (Relativo a Subsecdo 2.1.2) Encontre matrizes elementares Eq, ..., Ej tais que A = E; ... E, para

1 2 3
A=1|2 1 2
01 2

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do MATLAB®:
>> M=[A,B] atribui a matriz M a matriz obtida colocando lado a lado as matrizes A e B.

>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1, ..., An
colocadas uma ao lado da outra;

>> M=A(:,k:1) atribui a matriz M a submatriz da matriz A obtida da coluna 1 a coluna k da matriz A.

Comandos do pacote GAAL:
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>> B=opel(alpha,i,A) ouB=oe(alpha,i,A)faz a operacdo elementar
alpha*linha i ==> linha i da matriz A e armazena a matriz resultante em B.
>> B=opel(alpha,i,j,A) ouB=oe(alpha,i,j,A) faz a operagdo elementar
alpha*linha i + linha j ==> linha j da matriz A e armazena a matriz resultante na variavel B.
>> B=opel(A,i,j) ouB=oe(4,1i,j) faz a troca da linha i com a linha j da matriz A e armazena a matriz
resultante na variavel B.
>> B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e armazena a matriz
resultante na varidvel B.

2.1.8. O pacote GAAL contém alguns arquivos com mensagens criptografadas e uma chave para decifra-las. Use
os comandos a seguir para ler dos arquivos e atribuir as varidveis correspondentes, uma mensagem crip-
tografada e a uma chave para decifra-la.
>> menc=lerarq(’c:/matlab/toolbox/gaal/mencl.txt’)
>> key=lerarq(’c:/matlab/toolbox/gaal/key.txt’)

Com estes comandos foram lidos os arquivos menc1l. txt e key . txt e atribuidos os resultados as varidveis
menc e key respectivamente. Para converter a mensagem criptografada e a chave para matrizes numéricas
use os comandos do pacote gaal:

>> y=char2num(menc), M=char2num(key)

Sabendo-se que a mensagem criptografada (convertida para ntimeros), y, foi originalmente obtida
multiplicando-se a matriz M pela mensagem original (convertida para ntimeros), x, determine x. Des-
cubra a mensagem usando o comando do pacote gaal, num2char (x), que converte a matriz para texto.
Decifre as mensagens que estdo nos arquivos menc2.txt e menc3.txt. Como deve ser a matriz M para
que ela possa ser uma matriz chave na criptografia?

2.1.9. Resolva os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 2.1.2 usando o MATLAB®.

Exercicios Teodricos

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



98 Inversao de Matrizes e Determinantes

U

2.1.10. (a) Mostre que a matriz A = [ Z ] é invertivel se, e somente se, ad — bc # 0 e neste caso a inversa

- 1 d —b
1_
A _ad—bc[—c a}‘

(Sugestdo: encontre a forma escalonada reduzida da matriz [A | I ], paraa # 0 e paraa = 0.)

é dada por

(b) Mostre que se ad — bc # 0, entdo o sistema linear

ax + by = g
cx + dy = h
tem como solugdo
_ gd—Dbh ah — gc

YT wd—be VT wd—be

Sugestdo para os proximos 4 exercicios: Para verificar que uma matriz B é a inversa de uma matriz A,
basta fazer um dos produtos AB ou BA e verificar que é igual a ;.

2.1.11. Se A é uma matriz n x n e A¥ = 0, para k um inteiro positivo, mostre que

(ILi—A) ' =1+ A+ A2+ .. 4+ AL,

2.1.12. Seja A uma matriz diagonal, isto €, os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais a zero (a;; = 0,
parai # j). Sea;; # 0, parai = 1,...,n, mostre que A é invertivel e a sua inversa é também uma matriz
diagonal com elementos na diagonal dados por 1/a11,1/a2,...,1/aun.

2.1.13. Sejam A e B matrizes quadradas. Mostre que se A + B e A forem invertiveis, entdo

(A+B) ' =AY, +BA )L,
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2.1.14.

2.1.15.

2.1.16.

2.1.17.
2.1.18.
2.1.19.

Seja ], a matriz n x n, cujas entradas sdo iguais a 1. Mostre que se n > 1, entdo

1

-1 _ .
(=)' =l = —

Jn-

(Sugestdo: observe que J2 = n],.)

Mostre que se B é uma matriz invertivel, entio AB~! = B~ A se, e somente se, AB = BA. (Sugestéo:
multiplique a equagdo AB = BA por B~1.)

Mostre que se A é uma matriz invertivel, entdo A + B e I, + BA~! sd0 ambas invertiveis ou ambas nio
invertiveis. (Sugestdo: multiplique A + B por A7L)

Sejam A e B matrizes n X n. Mostre que se B ndo é invertivel, entdo AB também ndo o é.
Mostre que se A e B sdo matrizes n x n, invertiveis, entdo A e B sdo equivalentes por linhas.

Sejam A uma matriz m x n e B uma matriz n X m, com n < m. Mostre que AB ndo é invertivel. (Sugestao:
Mostre que o sistema (AB)X = 0 tem solugdo ndo trivial.)
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2.2 Determinantes

Vamos inicialmente definir o determinante de matrizes 1 x 1. Para cada matriz
A = [a] definimos o determinante de A, indicado por det(A), por det(A) = a.
Vamos, agora, definir o determinante de matrizes 2 x 2 e a partir dai definir para
matrizes de ordem maior. A cada matriz A, 2 X 2, associamos um nimero real, de-
nominado determinante de A, por:

a1 a

det(A) = det H 2= a11a2 — A12d21.

a1 a2
Para definir o determinante de matrizes quadradas maiores, precisamos definir o
que sdo os menores de uma matriz. Dada uma matriz A = (al-]-)nxn, o menor do ele-

mento a;;, denotado por Aj;, é a submatriz (n — 1) x (n — 1) de A obtida eliminando-
se a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A, que tem o seguinte aspecto:

j

ar ... a1y

ay1 .- Ann
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Exemplo 2.8. Para uma matriz A = (ﬂi]‘)gxg,

ai;r a1 413

iz | =

azp a3z 433

a1
as1

|

a2
asp

|

Agora, vamos definir os cofatores de uma matriz quadrada A = (aij)3x3. O cofator do elemento 4;;, denotado

por d;;, é definido por

al-]-

menos determinados pela seguinte disposicdo:

= (*1)i+j det(Ai]-),

ou seja, o cofator ﬁl-]-, do elemento ajj é igual a mais ou menos o determinante do menor A

ij, sendo 0 mais e 0

+ - +
— + —
+ -+
Exemplo 2.9. Para uma matriz A = (a;;)3x3,
a1 a1z %13
. . a a
i3 = (—1)*7 det(Ay3) = —det gﬁ—“ﬁ—%ﬂ% = —det { a“ 12 } = a31a12 — a1143
31 432
aszp  4asp %33
Vamos, agora, definir o determinante de uma matriz 3 x 3. Se
aip 412 M3
A= axy dx 43 ‘
asz1 4aszx as3
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entdo, o determinante de A é igual a soma dos produtos dos elementos da 1% linha
pelos seus cofatores.

det(A) = andy + apdn + a3
ay a ay a a1 a
= aqpdet 2 "3 a1, det 21 z + a3 det 21 22
aszp 4ass aszp  4ass a1 as2

= ay1(axnass — azpan) — a1p(ax1a33 — a31a23) + a13(ax1a3 — az1a2).

Da mesma forma que a partir do determinante de matrizes 2 x 2, definimos o deter-
minante de matrizes 3 x 3, podemos definir o determinante de matrizes quadradas
de ordem maior. Supondo que sabemos como calcular o determinante de matrizes
(n—1) x (n — 1) vamos definir o determinante de matrizes n X n.

Vamos definir, agora, os cofatores de uma matriz quadrada A = (a;j)uxu- O cofator
do elemento ajj, denotado por ajj, € definido por

dij = (—1)" det(4y),

ou seja, o cofator 4;;, do elemento 4;; € igual a mais ou menos o determinante do
menor A;j, sendo o mais e 0 menos determinados pela seguinte disposigao:

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



2.2 Determinantes 103

Definicdo 2.2. Seja A = (a;j)nxn- O determinante de A, denotado por det(A), é definido por

n
det(A) = ayydy + appdiy + ...+ a1y, = Y a1jiy;, (2.7)
=1

em que dyj = (—1)1+ det(A;;) é o cofator do elemento a3;. A expressdo (2.8) é chamada desenvolvimento em
cofatores do determinante de A em termos da 1? linha.

Exemplo 2.10. Seja

0 0 0 -3

A= 1 2 3 4
-1 3 2 5

21 -2 0

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos
det(A) = 0ayy +0d1o + 0dy3 + (—3)(—1)** det(B), emque B= 1

Mas o det(B) também pode ser calculado usando cofatores,
det(B) = 1By1 +2B12 + 3By3
= 1(=1)'"*det(By;) +2(—1)"2det(B1p) + 3(—1)"3 det(By3)

3 2 -1 2 -1 3
= det[1 _2]—2det[ 5 _2}+3det[ ) 1]

—-8-2(-2)4+3(-7)
—-25
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Portanto,
det(A) = 3det(B) = —75.

Exemplo 2.11. Usando a defini¢do de determinante, vamos mostrar que o determi-
nante de uma matriz triangular inferior (isto é, os elementos situados acima da dia-
gonal principal sdo iguais a zero) é o produto dos elementos da diagonal principal.
Vamos mostrar inicialmente para matrizes 3 x 3. Seja

a 0 0
a1 ap 0
az] 4azp 4ass

A:

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

as» 0
det(A) = aq; det
(4) = an [m 2

} = 011422033.

Vamos supor termos provado que para qualquer matriz (n — 1) x (n — 1) triangular
inferior, o determinante é o produto dos elementos da diagonal principal. Entado
vamos provar que isto também vale para matrizes n X n. Seja

ai 0O ... ... 0

A= a1 ap 0
: 0
An1 Ann

Introducao a Algebra Linear
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Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

az 0 cee e 0
det(A) = ayp det a3 a0 : = a11a9) . .. Ay,
anz cee ann

pois o determinante acima é de uma matriz (n — 1) x (n — 1) triangular inferior. Em
particular, para a matriz identidade, I;,

det(I,) = 1.
2.21 Propriedades do Determinante

Vamos provar uma propriedade importante do determinante. Para isso vamos es-
crever a matriz A = (aij)nxn em termos das suas linhas

Aq
A1
A= Ay ,
Akt

- An -
em que A; é alinha i da matriz A, ouseja, A; = [a;1 a5 ... a;, |. Se alinha Ay é escrita
na forma Ay = aX + BY, em que X e Y sdo matrizes linha 1 x n, entdo o determinante
pode ser decomposto como mostra o resultado seguinte.
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Teorema 2.10. Seja A = (al-]-)nxn escrita em termos das suas linhas, denotadas por A;, ou seja, A; = [ap ajp ... a5, .
Se para algum k, a linha Ay = aX + BY, emque X = [x1...xn |, Y = [y1...Yn | e w e B sdo escalares, entio:

Aq Aq Aq
Akt A1 A1
det | aX+BY | =adet| X + Bdet Y
Ak Ak Ak
| Ax | A ] | An ]

Aqui, Ay = aX + BY = [ax1 + By1 - .- &Xpn + BYn |-

Demonstracdo. Vamos provar aqui somente para k = 1. Para k > 1 é demons-
trado no Apéndice II na pagina 135. Se A} = aX + BY, em que X = [x1...X,],
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Y = [y1...yn] e x e Bsdo escalares, entdo:
aX + BY
Ap " : _
det . = (—1)1+]((xx]- + IB]/]) det(Alj)
. j=1
An
n B n _
= « Z X det(Alj) + ,B Yj det(Alj)
j=1 j=1
X Y
Az Az
= wadet . + Bdet
An An

Exemplo 2.12. O calculo do determinante da matriz a seguir pode ser feito da se-
guinte forma:

det

—sent cost

cost sent - ¢ cost sent
2cost —3sent 2sent-+3cost | cost sent

]+3det{ cos t sent}:3

Pela defini¢cdo de determinante, o determinante deve ser calculado fazendo-se o de-
senvolvimento em cofatores segundo a 1? linha. O préximo resultado, que ndo va-
mos provar neste momento (Apéndice Il na pdgina 135), afirma que o determinante
pode ser calculado fazendo-se o desenvolvimento em cofatores segundo qualquer li-
nha ou qualquer coluna.
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Teorema 2.11. Seja A uma matriz n x n. O determinante de A pode ser calculado fazendo-se o desenvolvimento em
cofatores segundo qualquer linha ou qualquer coluna.

n
det(A) = apdp+apip+...+apdy, = Z aijﬁijl parai=1,...,n, (2.8)
=1
n
= al]-dlj + aZdej 4+ ...+ an]-ﬁnj = 21 aijﬁl’]’, para ] = 1,...,n, (29)
=

em que dj; = (—1) det( Ai]-) é o cofator do elemento a;;. A expressio (2.8) é chamada desenvolvimento em co-
fatores do determinante de A em termos da i-ésima linha e (2.9) é chamada desenvolvimento em cofatores do
determinante de A em termos da j-ésima coluna.

Temos a seguinte consequéncia deste resultado.

Coroldrio 2.12. Seja A uma matriz n x n. Se A possui duas linhas iguais, entio det(A) = 0.

Demonstracio. O resultado é claramente verdadeiro para matrizes 2 x 2. Supondo
que o resultado seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), vamos provar que
ele é verdadeiro para matrizes n x n. Suponhamos que as linhas k e | sejam iguais,
para k # I. Desenvolvendo o determinante de A em termos de uma linha i, com
i # k,1, obtemos

n

n sy ~
det(A) = Z al-jﬁl-]- = 2(—1)1+]11ij det(Al])
j=1

=1
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Mas, cada A;j é uma matriz (n — 1) X (n — 1) com duas linhas iguais. Como estamos

supondo que o resultado seja verdadeiro para estas matrizes, entdo det(Aij) = 0.
Isto implica que det(A) = 0.

No préximo resultado mostramos como varia o determinante de uma matriz quando
aplicamos operagdes elementares sobre suas linhas.
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Teorema 2.13. Sejam A e B matrizes n X n.

(a) Se B é obtida de A multiplicando-se uma linha por um escalar «, entio

det(B) = adet(A);

(b) Se B resulta de A pela troca da posicio de duas linhas k # 1, entdo

det(B) = —det(A);

(c) Se B é obtida de A substituindo a linha | por ela somada a um miltiplo escalar de uma linha k, k # 1, entdo

det(B) = det(A).

Demonstracido. (a) Segue diretamente do Teorema 2.10 na pédgina 106.

(b) Sejam
F AT F AT
Ag A
A= : e B= :
A Ay
L An a L AV! a
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Agora, pelo Teorema 2.10 na pagina 106 e o Coroldrio 2.12, temos que

Y [ Ar ] [ A1 ] [ A1 ] [ Ar ]
A+ A A Ay A A
0 = det : = det : + det : + det : + det :
Ak+A1 Ak Al Ak Al

Ay | Ay | | Ay | | Ay | | An |

= 0+det(A) +det(B) +0.
Portanto, det(A) = — det(B).

(c) Novamente, pelo Teorema 2.10 na pédgina 106, temos que

[ AL [ A1 ] [ A ] [ A ]
Ag Ag A Ay
det : = det : + adet : = det
Ap+aAg A Ay A
L An ] | An | | An | | An |

Exemplo 2.13. Vamos calcular o determinante da matriz

0 1 5
A=|3 -6 9
2 6 1
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usando operagdes elementares para transforma-la numa matriz triangular superior
e aplicando o Teorema 2.13.

3 -6 9
det(A) = —det| 0 1 5 12 linha +— 22 linha |
2 6 1
1 -2 3]
= —3det| 0 1 5 11/3x12 linha — 12 linha|
2 6 1
1 -2 3]
= —3det| 0 1 5| |-2x1?linha+3?linha — 3° linha|
0 10 -5
1 -2 3]
= —3det| 0 1 5| |-10x2%linha+3? linha — 3? linha|
0 0 -5

= (=3)(—55) = 165

Quando multiplicamos uma linha de uma matriz por um escalar & o determinante
da nova matriz é igual a « multiplicado pelo determinante da matriz antiga. Mas o
que estamos calculando aqui é o determinante da matriz antiga, por isso ele é igual
a 1/« multiplicado pelo determinante da matriz nova.

Para se calcular o determinante de uma matriz n x n pela expansao em cofatores, pre-
cisamos fazer n produtos e calcular n determinantes de matrizes (n — 1) x (n — 1),
que por sua vez vai precisar de n — 1 produtos e assim por diante. Portanto, ao todo
sdo necessarios da ordem de n! produtos. Para se calcular o determinante de uma
matriz 20 x 20, é necessdrio se realizar 20! =~ 10'® produtos. Os computadores pes-
soais realizam da ordem de 108 produtos por segundo. Portanto, um computador
pessoal precisaria de cerca de 10'° segundos ou 10% anos para calcular o determi-
nante de uma matriz 20 x 20 usando a expansdo em cofatores. Entretanto usando
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o método apresentado no exemplo anterior para o calculo do determinante, é ne-
cessario apenas da ordem de n® produtos. Ou seja, para calcular o determinante de
uma matriz 20 x 20 usando o método apresentado no exemplo anterior um compu-
tador pessoal gasta muito menos de um segundo.

A seguir estabelecemos duas propriedades do determinante que serdo demonstradas
somente na Subsecdo 2.2.2 na pagina 119.

Teorema 2.14. Sejam A e B matrizes n X n.

(a) O determinante do produto de A por B é igual ao produto dos seus determinantes,

det(AB) = det(A) det(B) .

(b) Os determinantes de A e de sua transposta A" sio iguais,

det(A) = det(A");
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Observacdao. Como o determinante de uma matriz é igual ao determinante da sua transposta (Teorema 2.14
(b)), segue-se que todas as propriedades que se referem a linhas sdo validas com relac¢do as colunas.

Exemplo 2.14. Seja A = (a;j)nxn. Vamos mostrar que se A é invertivel, entao

1
~ det(A)”

det(A™1)

Como AA~! =1, aplicando-se o determinante a ambos os membros desta igual-
dade e usando o Teorema 2.14, obtemos

det(A) det(A™1) = det(I,).

Mas, det(I;) = 1 (Exemplo 2.11 na pagina 104, a matriz identidade também é trian-

gular inferior!). Logo, det(A™!) = det(A)

Exemplo 2.15. Se uma matriz quadrada é tal que A2 = A~!, entdo vamos mostrar
que det(A) = 1. Aplicando-se o determinante a ambos os membros da igualdade
acima, e usando novamente o Teorema 2.14 e o resultado do exemplo anterior, obte-

mos 1

~ det(A)
Logo, (det(A))3 = 1. Portanto, det(A) = 1.

(det(A))?
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O resultado seguinte caracteriza em termos do determinante as matrizes invertiveis
e os sistemas lineares homogéneos que possuem solucdo néao trivial.

Teorema 2.15. Seja A uma matriz n X n.
(a) A matriz A é invertivel se, e somente se, det(A) £ 0.

(b) O sistema homogéneo AX = 0 tem solugdo ndo trivial se, e somente se, det(A) = 0.

Demonstracido. (a) Seja R a forma escalonada reduzida da matriz A.
A demonstracao deste item segue-se de trés observagoes:
e Pelo Teorema 2.13 na pagina 110, det(A) # 0 se, e somente se, det(R) # 0.

e Pela Proposicdo 1.5 da pagina 46, ou R = [, ou a matriz R tem uma linha
nula. Assim, det(A) # 0 se, e somente se, R = I,.

e Pelo Teorema 2.7 na pagina 80, R = I, se, e somente se, A é invertivel.

(b) Pelo Teorema 2.8 na pagina 84, o sistema homogéneo AX = 0 tem solugdo néo
trivial se, e somente se, a matriz A ndo é invertivel. E pelo item anterior, a
matriz A é ndo invertivel se, e somente se, det(A) = 0.

Exemplo 2.16. Considere a matriz

A=

S ON
— NN
W oON
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(a) Determinar os valores de A € R tais que existe X = ; # 0 que satisfaz
AX = AX. :
(b) Para cada um dos valores de A encontrados no item anterior determinar todos
X = ]3; tais que AX = AX.
z

Solucdo:

(a) Como a matriz identidade I3 é o elemento neutro do produto, entdo
AX=)AX & AX=ALX
Subtraindo-se AI3X obtemos
AX—-AX=0 & (A-A)X=0.

Agora, este sistema homogéneo tem solugdo nao trivial (X # 0) se, e somente

se,
det(A — ALL) =0.
Mas
2—A 2 2
det| 0 2-A 0 =—-(A-2*A-3)=0
0 1 3—A

se, e somente se, A = 2 ou A = 3. Assim, somente para A = 2 e A = 3 existem

X
vetores X = | y | # 0tais que AX = AX.

z
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(b) Para A = 2:
0 2 2 x 0
(A-2L)X=0 < |00 o0||yl|l=]|0]| = { 2y i 22 - 8
01 1]z 0 /
x P
que tem solugdo o conjuntodos X = | ¥ | = | —a |, para todos os valores
z «
dewa, B c R
Para A = 3:
-1 2 2 x 0 -x + 2y + 2z = 0
(A-3)X=0 < 0 -1 0 yl|=10] < -y =0
0 10 z 0 Y = 0
x 20
que tem solugdo o conjuntodos X = | y | = 0 |, para todos os valores
z «

dea € R.

. b .. .
Exemplo 2.17. A matriz A = [ Z J } é invertivel se, e somente se,

det(A) = ad — bc # 0.

Neste caso a inversa de A é dada por

1 d —b
71 .
A= g | e e

como pode ser verificado multiplicando-se a candidata a inversa pela matriz A.
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Observe que este exemplo fornece uma regra para se encontrar a inversa de uma
matriz 2 X 2: troca-se a posi¢do dos elementos da diagonal principal, troca-se o sinal
dos outros elementos e divide-se todos os elementos pelo determinante de A.

Exemplo 2.18. Considere o sistema linear de 2 equagdes e 2 incégnitas

ax + by = g
cx + dy = h
A matriz deste sistema é
a b
a=2%].
Se det(A) # 0, entdo a solugdo do sistema é
g b
v ap_ 1 d b1[g]_ 1 [dg—bn ]_ 1 |95 4
det(A) | —¢ a h det(A) | —cg+ah det(A) | qo¢l @ 8
c h
ou seja,
g b a g
det[hd] det{ch}
T Ta b VT Tab)|
det [ J ] det{ ¢ d }

esta é a chamada Regra de Cramer para sistemas de 2 equacdes e 2 incégnitas. A
Regra de Cramer para sistemas de n equagdes e n incognitas serd apresentada na
Subsecdo 2.2.3.
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2.2.2 Matrizes Elementares e o Determinante (opcional)

Relembramos que uma matriz elementar é uma matriz que se obtém aplicando-se
uma operacdo elementar na matriz identidade. Assim, aplicando-se o Teorema 2.13
na péagina 110 obtemos o resultado seguinte.

Proposicdo 2.16. (a) Se E;j é a matriz elementar obtida trocando-se as linhas i e j da matriz identidade, entdo

det(E;;) =
(b) Se E;(«) é a matriz elementar obtida da matriz identidade, multiplicando-se a linha i por «, entdo det(E;(a)) = «.
(c) Se Ejj(a) éa matrzz elementar obtida da matriz identidade, somando-se a linha j, « vezes a linha i, entdo
det(E ](oc)) =
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Lembramos também que uma matriz é invertivel se, e somente se, ela é o produto
de matrizes elementares (Teorema 2.6 na pagina 77). Além disso, o resultado da
aplicagdo de uma operacdo elementar em uma matriz é o mesmo que multiplicar a

matriz a esquerda pela matriz elementar correspondente.

Usando matrizes elementares podemos provar o Teorema 2.14 na pagina 113.

Demonstragdo do Teorema 2.14.

(a) Queremos provar que det(AB) = det(A) det(B). Vamos dividir a demonstragdo
deste item em trés casos:

Caso 1: Se A = E é uma matriz elementar. Este caso segue-se diretamente da
proposigdo anterior e do Teorema 2.13 na pagina 110.

Caso 2: Se A é invertivel, entdo pelo Teorema 2.6 na pagina 77 ela é o produto de
matrizes elementares, A = Ej ... E. Aplicando-se o caso anterior sucessivas vezes,
obtemos

det(AB) = det(E;)...det(E;) det(B) = det(E; ... E;) det(B) = det(A) det(B).

Caso 3: Se A é singular, pela Proposicdo 2.9 na pagina 89, AB também é singular.
Logo,
det(AB) =0 =0 det(B) = det(A) det(B).

(b) Queremos provar que det(A) = det(A!). Vamos dividir a demonstracdo deste
item em dois casos.

Introducao a Algebra Linear
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Caso 1: Se A é uma matriz invertivel, pelo Teorema 2.6 na pagina 77 ela é o produto
de matrizes elementares, A = Ej ... E. E facil ver que se E é uma matriz elementar,
entdo det(E) = det(E") (verifique!). Assim,

det(A") = det(E}) ...det(E}) = det(Ey) ...det(E1) = det(E; ... Ey) = det(A).

Caso 2: Se A nio é invertivel, entio Af também nio o §é, pois caso contrério, pelo
Teorema 2.2 na pdgina 72, também A = (A")! seria invertivel. Assim neste caso,
det(A?) =0 = det(A). [ ]

2.2.3 Matriz Adjunta e Inversao (opcional)

Vamos definir a adjunta de uma matriz quadrada e em seguida enunciar e provar um
teorema sobre a adjunta que permite provar varios resultados sobre matrizes, entre
eles um que fornece uma férmula para a inversa de uma matriz e também a regra de
Cramer. Tanto a adjunta quanto os resultados que vem a seguir sdo de importancia
tedrica.
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Definicdo 2.3. Seja A uma matriz n x n. Definimos a matriz adjunta (cldssica) de A, denotada por adj(A),

como a transposta da matriz formada pelos cofatores de A, ou seja,

~ ~ ~ t ~ ~ ~
an 42 A1n a1 a1 Anl
. dpy  dpp ... dop dyp dn2
adj(A) = } : = .
Ayl dnp dnn a1y dop dnn
em que, a;; = (—1)iti det(Aij) ¢ o cofator do elemento a;;, parai,j=1,...,1n.
Exemplo 2.19. Seja
1 2 3
B=|0 3 2
00 -2
Vamos calcular a adjunta de B.
. (3 2 . [0 2
b1 = (—1)1+1 det 0 -2 ] =—6, bpp= (—1)1+2 det 0 -2 |~ 0,
- 0 3] - 2 3
b13 = (—1)1+3 det I 0 0 ] =0, l’)21 = (—1)2+1 det - 0 -2 =4,
. 1 3 . 1 2
by = (*1)24_2 det - 0 -2 :| =2, by= (*1)24_3 det 0 0 0,
N 2 3] - 1 3
by = (—1)3+1 det 3 0| =75 Dbp= (—1)3*2 det 0 2 -2,
- 1 2] )
_(_1)343 _
b33—( 1) det_o 3_ 3,
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Assim, a adjunta de B é
t

-6 00 —6 4 -5
adiB)=| 4 -2 0| =| 0 -2 -2
-5 -2 3 0 0 3

Na defini¢do do determinante sdo multiplicados os elementos de uma linha pelos cofatores da mesma linha.
O teorema seguinte diz o que acontece se somamos os produtos dos elementos de uma linha com os cofatores
de outra linha ou se somamos os produtos dos elementos de uma coluna com os cofatores de outra coluna.

Lema 2.17. Se A é uma matriz n X n, entdo
a8 + Adp + ...+ agud;y, = 0 sek #i; (2.10)
alkﬁlj + azkﬁZj +...+ ankﬁnj = 0 sek # B (2.11)

em que, d;; = (—1)i* det(A;;) é o cofator do elemento a;j, parai,j=1,...,n.

Demonstracido. Para demonstrar a equagdo (2.10), definimos a matriz A* como
sendo a matriz obtida de A substituindo a i-ésima linha de A por sua k-ésima linha,
ou seja,

AL A
Ai | i A | i
A= : e A" = :
Ak —k Ak —k
| An | | An |
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Assim, A* possui duas linhas iguais e pelo Coroldrio 2.12 na péagina 108, det(A*) =
0. Mas, o determinante de A* desenvolvido segundo a sua i-ésima linha é exata-
mente a equacao (2.10).

A demonstragdo de (2.11) é feita de forma analoga, mas usando o item (d) do Teo-
rema 2.13, ou seja, que det(A) = det(A?). |

Teorema 2.18. Se A é uma matriz n X n, entio

A(adj(4)) = (adj(A))A = det(A)1,

Demonstracido. O produto da matriz A pela matriz adjunta de A é dada por

[ a1 ayp ... a1y 1
a1 j dn1
a1z jp n2
aip 4 Ain .
ﬁln o ﬁ]'p ﬁnn
L 4yl Gpy ... anp |

O elemento de posicao i,j de A adj(A) é
n
(A ad](A))l] = Z aikdjk = aildjl + {Ilizﬁ]g +... ainﬁjn .
k=1

Pelo Lema 2.17, equacédo (2.10) e do Teorema 2.11 na pagina 108 segue-se que

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



2.2 Determinantes

125

(Aadj(A));; = { det(4) sei=]

sei # .
Assim,
det(A) 0 0
0 det(A) ... 0
Aadj(A) = : ) = det(A)I,.
0 0 det(A)

Analogamente, usando Lema 2.17, equagdo (2.11), se prova que
adj(A) A = det(A)l,. [ |

Exemplo 2.20. Vamos mostrar que se uma matriz A é singular, entdo adj(A) também
é singular. Vamos separar em dois casos.

(a) Se A =0, entdo adj(A) também é a matriz nula, que é singular.

(b) Se A # 0, entdo pelo Teorema 2.18 na pagina 124, adj(A) A = 0. Mas, entdo,
se adj(A) fosse invertivel, entdo A seria igual a matriz nula (por que?), que
estamos assumindo ndo ser este o caso. Portanto, adj(A) tem que ser singular.

Corolario 2.19. Seja A uma matriz n x n. Se det(A) # 0, entdo

Afl

= Ger(a) H(A);

JuTho 2010
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Demonstracio. Se det(A) # 0, entdo definindo B = detl( A)adj(A), pelo Teo-
rema 2.18 temos que
AB= A(—1 _adi(A)) = — - (Aadi(A) =~ det(A), = I
= et I T Ger(a) VAN T Get(a) n=

Aqui, usamos a propriedade (j) do Teorema 1.1 na pédgina 9. Portanto, A é invertivel
e B é ainversa de A. [ |

Exemplo 2.21. No Exemplo 2.17 na pédgina 117 mostramos como obter rapidamente
a inversa de ma matriz 2 x 2. Usando o Coroldrio 2.19 podemos também obter a
inversa de uma matriz 2 x 2,

A:{Z Z}
1:@adj(A):(ml(m[_i _Z] se det(A) # 0

Ou seja, a inversa de uma matriz 2 x 2 é facilmente obtida trocando-se a posi¢do
dos elementos da diagonal principal, trocando-se o sinal dos outros elementos e
dividindo-se todos os elementos pelo determinante de A.

Exemplo 2.22. Vamos calcular a inversa da matriz
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A sua adjunta foi calculada no Exemplo 2.19 na pagina 122. Assim,

-6 4 -5 1 -2 23
_ 1 1 3 6
B! = adj(B) = 0 -2 -2 |=]|0 3 3
det(B) —6 0o 0 3 o 0 _;
JuTho 2010
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Coroldério 2.20 (Regra de Cramer). Se o sistema linear AX = B é tal que a matriz A é n X n e invertivel, entdo a
solugdo do sistema é dada por

_ det(Ay) _ det(Ay) _ det(Ay)

7 Get(A) 2T det(A) T det(A)

em que Aj é a matriz que se obtém de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por B, paraj=1,...,n.

Demonstracido. Como A é invertivel, pelo Corolario 2.19

— A lp_ i
X=A"B= det(A) adj(A)B.
A entrada x; é dada por
1 . - det(A])
Xj= 7det(A) (aljb1 +...+ an]'bn) = 7det(A) ,

em que A; é a matriz que se obtém de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por
B,paraj=1,...,nedet(A;) foi calculado fazendo o desenvolvimento em cofatores
em relagdo a j-ésima coluna de A;. u

Se a matriz A nédo é invertivel, entdo a regra de Cramer ndo pode ser aplicada. Pode
ocorrer que det(A) = det(A;) = 0, paraj = 1,...,n e o sistema ndo tenha solucao
(verifique!). A regra de Cramer tem um valor tedrico, por fornecer uma férmula para
a solugdo de um sistema linear, quando a matriz do sistema é quadrada e invertivel.
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Existem sistemas AX = B de n equagdes e n incégnitas, com n > 2, em que

det(A) = det(Ay) =--- =det(A,) =0
e o sistema ndo tem solucdo. Por exemplo o sistema

{x+2y+32—1

(€8]

2x + 4y + 6z =
3x + 6y + 9z = 2

é tal que
det(A) = det(Ay) = det(Ay) = det(As3) =0,

mas ele ndo tem solugdo (verifique!).

Julho 2010
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2.2.1.

2.2.2.

2.2.3.

2.24.

2.2.5.

2.2.6.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 496)

Se det(A) = —3, encontre
(a) det(A2); (b) det(A%); () det(A~1); (d) det(A");

Se A e B sdo matrizes 1 x n tais que det(A) = —2 e det(B) = 3, calcule det(A'B~1).

Seja A = (a;j)3x3 tal que det(A) = 3. Calcule o determinante das matrizes a seguir:

app ap a3 +ap apn +app 41 —app 413
(@) | axn axn axn+ax (b) | a21 +axn ax —axn ax
az1 Az a3 +as | 431 +4az 431 —az; 433

Calcule o determinante das matrizes a seguir:

et te't [ cos Bt sen Bt

@ | re (1+rt)e ®) | wcos Bt — Bsen Bt wsen ft + B cos Bt

Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes usando operagdes elementares para trans-
formé-las em matrizes triangulares superiores.

1 -2 3 1 21 3 1
5 -9 6 3 1 011
@1 1 2 6 -2 ® 1921 0
2 8 6 1 012 3
Determine todos os valores de A para os quais det(A — AL,) =0,em que
[0 1 2 [ 1 0 0
(a A=|0 0 3 by A=| -1 3 0
1 0 0 0 | 3 2 =2
[2 —2 3 [ 2 2 3
(c) A=1]0 3 =2 d A=1|1 2 1
0 -1 2 2 2 1
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X1
2.2.7. Determine os valores de A € R tais que existe X = : #0 que satisfaz AX = AX.
Xn
[ 2 0 0 (2 3 0
(a) A=1|3 =1 0 |; by A=]10 1 0 (;
| 0 4 3 |0 0 2
(1 2 3 4 (2 2 3 4
o -1 3 2 0 2 3 2
@A=1¢9 o 3 3/ DA=1901 1
i 0 0o 0 2 i 0 0 0 1

2.2.8. Para as matrizes do exercicio anterior, e os valores de A encontrados, encontre a solucao geral do sistema
AX = AX, ou equivalentemente, do sistema homogéneo (A — Al;)X = 0.
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2.2.9.

2.2.10.

2.2.11.
2.2.12.

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do MATLAB®:
>> det (A) calcula o determinante da matriz A.
Comando do pacote GAAL:

>> detopelp(A) calcula o determinante de A aplicando operacdes elementares até que a matriz esteja na
forma triangular superior.

Vamos fazer um experimento no MATLAB® para tentar ter uma ideia do qudo comum é encontrar ma-
trizes invertiveis. No prompt do MATLAB® digite a seguinte linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=randi(2);if (det(A)~=0),c=c+1;end,end,c

(ndo esqueca das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha estd mandando o MATLAB® fazer é o
seguinte:

e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.

Atribuir a varidvel A, 1000 matrizes 2 x 2 com entradas inteiras aleatérias entre —5 e 5.

Se det(A) # 0, entdo o contador c é acrescido de 1.

No final o valor existente na variavel c é escrito.

Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na varidvel c?

Resolva, com 0 MATLAB®, os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 4.

Exercicios Teoricos
Mostre que se det(AB) = 0, entdo ou A é singular ou B é singular.

O determinante de AB é igual ao determinante de BA? Justifique.

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



2.2 Determinantes 133

2.2.13. Mostre que se A é uma matriz ndo singular tal que A?> = A, entdo det(A) = 1.

2.2.14. Mostre que se AF = 0, para algum k inteiro positivo, entdao A é singular.

2.2.15. Mostre que se A* = A~1, entdo det(A) = +1;

2.2.16. Mostre que se a é um escalar e A é uma matriz n x n, entdo det(aA) = a” det(A).

2.2.17. Mostre que A, n X n, é invertivel se, e somente se, At A é invertivel.

2.2.18. Sejam A e P matrizes n x n, sendo P invertivel. Mostre que det(P~'AP) = det(A).

2.2.19. Mostre que se uma matriz A = (a;j)nx, € triangular superior, (isto ¢, os elementos situados abaixo da
diagonal sdo iguais a zero) entdo det(A) = aj1az ... .

2.2.20. (a) Mostre que se A = [ i Z ], entdo det(A) = 0 se, e somente se, uma linha é multiplo escalar da

outra. E se A for uma matriz n x n?

(b) Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (a;;)nxn, € tal que A; = aAy + BA;, paraa e
escalares e i # k, I, entdo det(A) = 0.

(c) Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (aij)nxn, é tal que A; = Z axAg, para aq, ..., 0

ki
escalares, entdo det(A) = 0.
2.2.21. Mostre que o determinante de Vandermonde é dado por
1 x xi ... x'ffi
1 x x5 ... x5
Vi, = det : : : = H(xi - x])
: : : i>j
1 x, 2 ... x1
A expressao a direita significa o produto de todos os termos x; — x; tais que i > jei,j = 1,...,n.

(Sugestdo: Mostre primeiro que V3 = (x3 — x2)(x2 — x1)(x3 — x1). Suponha que o resultado é verdadeiro
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2.2.22.

2.2.23.

para matrizes de Vandermonde de ordem n — 1, mostre que o resultado é verdadeiro para matrizes de
Vandermonde de ordem 7. Faga as seguintes operag¢des nas colunas da matriz, —x1C;_1 + C; — C;, para
i=mn,...,2.Obtenha V;, = (x, — x1) ... (x2 — x1)V;;_1.)

Sejam A, B e D matrizes p X p, p X (n — p) e (n — p) x (n — p), respectivamente. Mostre que
A B
det [ i D } = det(A) det(D).

(Sugestao: O resultado é claramente verdadeiro para n = 2. Suponha que o resultado seja verdadeiro
para matrizes de ordem n — 1. Desenvolva o determinante da matriz em termos da 1? coluna, escreva
o resultado em termos de determinantes de ordem n — 1 e mostre que o resultado é verdadeiro para
matrizes de ordem 1.)

Dado um polinémio
p(t) = (=1)"(#" + ap_1 "1+ - +ap)

Verifique que a matriz

0 1 0 0
0 0 1 0
A= : : " . : ’
0 0 0 - 1
—4ap —ay —az - —dp-1

nxn
é tal que det(A — tI,) = p(t). Esta matriz é chamada matriz companheira do polinémio p(t). (Sugestao:

verifique para n = 2 e depois supondo que seja verdade para matrizes (n — 1) x (n — 1) mostre que é
verdade para matrizes n x n expandindo em cofatores em relacdo a primeira coluna)
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Apéndice II: Demonstracao do Teorema 2.11 na pagina 108

Demonstracio do Teorema 2.10 na pdgina 106 para k > 1. Deixamos como exercicio
para o leitor a verificagdo de que para matrizes 2 x 2 o resultado é verdadeiro. Su-
pondo que o resultado seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), vamos provar
para matrizes n X n. Sejam

[ Ay ] [ A Aq
A1 Ar1 Apq
A=|aX+pY |, B=| X e C=1] Y
Akt Ak A1
L Ar | Ay | An ]

Suponha que k = 2,...,n. As matrizes Alj, Blj e Clj s6 diferem na (k — 1)-ésima
linha (lembre-se que a primeira linha é retirada!). Além disso, a (k — 1)-ésima linha
de Alj é igual a « vezes a linha correspondente de Blj mais § vezes a linha cor-
respondente de Clj (esta é a relagdo que vale para a k-ésima linha de A). Como
estamos supondo o resultado verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), entdo

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



136 Inversao de Matrizes e Determinantes

det(Aj) = wdet(By;) + pdet(Cyj). Assim,

det(A) = (—1)"ay; det(Ay))

—.
I M:
A

I
™=

T
\
I,

(—1)1+jﬂ1]' [[X det(fﬁj) + ﬁdet(Clj)]

= Xn:(*l)l-‘rjbl]' det(B1j) + /3 Xn:(*l)l—‘rjclj det(Clj)
A =
= wadet(B) + pdet(C),

poisayj = byj =cyj,paraj=1,...,n. |

Lema 2.21. Sejam E; = [10...0],E; = [010...0],...,E;, =[0...01]. Se A é uma matriz n X n, cuja i-ésima

linha é igual a Ey, para algum k (1 < k < n), entdo

det(A) = (—1)"* det(Ay).

Demonstracio. E facil ver que para matrizes 2 x 2 o lema é verdadeiro. Suponha
que ele seja verdadeiro para matrizes (1 — 1) x (n — 1) e vamos provar que ele é
verdadeiro para matrizes n x n. Podemos supor que 1 < i < n.

Seja B; a matriz (n —2) x (n — 2) obtida de A eliminando-se as linhas 1 e i e as
colunas jek, paral <j <n.

Para j < k,a matriz A;; é umamatriz (n —1) x (n —1) cuja (i — 1)-ésima linha ¢ igual
a Ex_q. Paraj > k, a matriz A;j ¢ uma matriz (n — 1) x (n — 1) cuja (i — 1)-ésima
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linha é igual a E;. Como estamos supondo o lema verdadeiro para estas matrizes
e como pelo Teorema 2.10 na pagina 106 se uma matriz tem uma linha nula o seu
determinante é igual a zero, entdo det(Ax) = 0, segue-se que

(—1)=V+(=1) det(B;) sej <k,

det(Ay;) = { 0 sej =k, (2.12)
(—1)-D+k det(B;) sej>k.

Usando (2.12), obtemos

n . ~
det(A) = Z(*l)l-"—]ﬂljdet(Aij)
j=1
n . .
= Y (~1)"ay;(~1)=D+ED det(B +2 1)a;(—1) Dk det(B;)
j<k >k

Por outro lado, temos que

. . ) n
(1)K det(Ay) = (—1)1*F LZ( 1)“]{11 det(B;) + E 1)+0-1 a1 det(B))
i<k >k
E simples a verificagio de que as duas expressdes acima sao iguais. |
Demonstragdo do Teorema 2.11 na pdgina 108.

Pelo Teorema 2.14 na pagina 113 basta provarmos o resultado para o desenvolvi-
mento em termos das linhas de A. Sejam

Ey =[10...0],E; =[010...0],...,E, =[0...01].
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Observe que a linha i de A pode ser escrita como A; = 2;7:1 a;;E;. Seja B; a matriz
obtida de A substituindo-se a linha i por E;. Pelo Teorema 2.10 na pagina 106 e o
Lema 2.21 segue-se que

1=

n PR ~
det(A) = Y a;jdet(B;) = Y _(—1)"a;;det(A}).
j=1

j=1

Introducao a Algebra Linear
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2.3 Matrizes Particionadas em Blocos (opcional)

2.3.1 Operag¢des Matriciais em Blocos

As matrizes podem ser subdivididas em blocos, por exemplo a matriz

5 4 3 4 4
-3 3 -1 2 4
1 0 1 -3 -1
0 -5 3 -1 4

A:

pode ser dividida em quatro submatrizes, A11, A1, Az1 e Ago,

5 4 3. 4 4

A { A An } _| 3 3 -1p 2 4
Ay Apx 1 0 1. -3 -1
0 -5 3.-1 4

Dependendo das subdivisoes feitas, as matrizes podem ser operadas em termos dos
seus blocos. Com rela¢do a soma, duas matrizes podem ser somadas por blocos se os
blocos correspondentes nas matrizes forem do mesmo tamanho, ou seja, se os blocos
correspondentes podem ser somados. Vamos analisar a seguir quando podemos
fazer o produto de matrizes em termos dos seus blocos.

Seja A uma matriz m X p e B uma matriz p X n. Podemos particionar A e B em
blocos e expressar o produto em termos de submatrizes de A e B. Considere os
seguintes casos:

Caso 1:

JuTho 2010
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Se B = [ By By |, em que By é uma matriz p x t e By é uma matriz p x (n — t), entdo
AB = A[B; B,] = [AB; AB,).

Caso 2:

A . . . ~
Se A= [ Al }, em que A; é uma matriz t X p e Ay é uma matriz (m — t) X p, entdo
2

_ | A _ | A4B
o] (28]

Caso 3:

Se A = [A; Ay], em que A; é uma matriz m X t e Ap é uma matriz m X (p —t) e

B . . . . ~
B = [ Bl ,em que By é uma matriz t X n e B, é uma matriz (p — t) X n, entdo
2

p t p
[ABlij = Y agby = ) agbii+ Y awbij = [A1B1]ij + [A2Ba]yj.
k=1 k=1

k=t+1
Portanto,
By
AB=[A; Ay] B, = A1By + AyBy.
Caso 4:
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Sejam as matrizes A e B particionadas em blocos como segue:

A - { An A ] r B — { Bi1 Bz } t
Ay Ap m—r By1 By p—t
t p—t S n—s
Sejam
A A1 }
Al = , Ar = , By=|By1 B B> = | Boy By |.
1 {Aﬂ} 2 [Azz 1=[B11 Bi2] e By={[By Bx]

Segue do Caso 3 que

B
AB = [A; Ay] { B; ] = A1B; + AyB,.

Agora, segue-se dos Casos 1 e 2, que

An }B _ { A1 By } _ { AnBi1 AnBp ]
Aoy A By A2 B11 A Bip

A1By = {

AyBy — [ An ]Bz _ [ A1By ] _ [ A12Ba1 A12B2 } '
Axp AxnB; AxBy AxBx

Portanto,

An A } { Bi1 Bip } _ { AnBi1 + AppBy1 AnBip + A1pBap ]

AB =
[ Ay Ax By B Ap1B11 + A2By1 A21Bia + ABo

Observe que para que seja possivel fazer o produto por blocos é necessario que o
nuimero de colunas dos blocos da primeira matriz seja igual ao ntmero de linhas
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dos blocos correspondentes da segunda matriz. O que fizemos acima pode ser ge-
neralizado para um nimero qualquer de blocos. Se os blocos possuem os tamanhos
adequados, a multiplicagdo por blocos pode ser feita da mesma forma como é feita a
multiplicagdo usual de matrizes.

Exemplo 2.23. Sejam

0 0:i1 O -2 -1

0 0/0 1 | -3 4
A=ltTo00| ¢ P s

0 1 } 0 0 2 } -1

AB.

[ =2 -57. -1 -1 0 -5 0

B O g || o |02 4| TRl || | 20
T =21 =571 . 71" 17 <~ [ O Y A S

I _3 + 0y 5 ) 4 + 0y 1 3 i 4

2.3.2 Inversa de Matrizes em Blocos

Proposi¢do 2.22. Sejam A e D matrizes p X pe (n — p) X (n — p), respectivamente. A matriz

we[4 8]
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é invertivel se, e somente se, A e D sdo invertiveis. No caso em que M é invertivel, entio

_ A1 0
M-l = [ . ] (2.13)

Demonstracdo. Se A e D sdo invertiveis é facil verificar que a matriz dada em (2.13)
é ainversa de M.

Reciprocamente, suponha que M é invertivel. Seja N = M~!. Vamos particionar a

matriz N da mesma maneira que M, ou seja,
E F
Nl e h ]

Como M N =NM = I, entdo

A O0][E F] [, 0 1 [E F][A D

0 D GH|] |0 L,|] |GH 0 D |-
De em que segue-se que, DH = I, = HD e assim D ¢ invertivel. Além disso,
AE = I, = EA e portanto A € invertivel. |

2.3.3 Determinante de Matrizes em Blocos

Proposicdo 2.23. Sejam A,B e D matrizes p X p, p X (n —p) e (n — p) X (n — p), respectivamente. ~Seja
A B -
M = { 5 D }.Entao,
A B
det(M) = det{ i D ] = det(A) det(D).
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Demonstracio. O resultado é claramente verdadeiro para n = 4. Supondo que o re-
sultado seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), vamos provar para matrizes
n x n. Expandindo o determinante em termos da 1% coluna da matriz

A B
=[5 o]

obtemos

det(M) = Y (—1)"*1a;; det(Mjp)

o

1

Como estamos supondo o resultado verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1),
entdo

det(M) = (1) ey (det(Ay) det(D))
i=1

‘<,~

M=

(—1)*ay det(Ai1)> det(D) = det(A) det(D).

I
—
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Exercicios Numéricos

2.3.1. Sejam
1 1:1 1]
101 - 1 0 B11  Bip 1 271 1
E‘[l 0}' F‘[l 1} ¢ B_[le Bzz} SR
3 201 2
Realize os seguintes produtos em blocos:
02 12}{311 Blz] [E 02}{311 Biy |
a - ; b = ;
@ { L 0 By1 Bx (b) 0 DI By1 Bx
L F Bi1 B2 ] [ L 0 ] [ Bi1 Brz }
C ~ ; d .
()[02 12}[321 Ba @ | E I By B
Exercicios Tedricos
2.3.2. Seja A uma matriz invertivel n x n. Faga os seguintes produtos:
@@ AT'[ A I, ] ) [f]Al
t
®[A ][4 ] e
©[A L][A L] (e)[ln][A In ].

2.3.3. Seja A uma matriz m x n, e suponha que A = XY*, em que X é uma matriz m x ke Y é uma matriz n x k.
Escreva X = [X7... X;]eY =[Y7...Y;]. Escreva A como uma soma de k matrizes definidas em termos

das colunas de X ede Y.

2.3.4. Sejam A, B e D matrizes p X p, p X (n —p) e (n — p) X (n — p), respectivamente. Mostre que a matriz

o[ 3)

0 D
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é invertivel se, e somente se, A e D sdo invertiveis. No caso em que M é invertivel, entdo

A"l —A-1BD!
,1_
M _{ 0 D! }

(Sugestdo: mostr A B Al —A7'BDY] [, 0O )
ugestdo: mostre que | 5 5 p-1 =15 Ly |

2.3.5. Sejam A, B e D matrizes p X p, p X (n —p) e (n — p) x (n — p), respectivamente. Seja

m=|2 5

CcC D

em que A é invertivel. Mostre que M pode ser fatorada no produto

I, 0O A B
— |k A D
=8 1 8 )

emqueC=CA'eD=D-CA !B
(Sugestao: faga o produto e verifique que é igual a M.)

2.3.6. Sejam A, B, C e D matrizes n x n, com A invertivel. Seja

(a) Mostre que
det(M) = det(AD — ACA™'B).
(Sugestao: use a Proposicdo 2.23 na péagina 143 e o exercicio anterior.)

(b) Se AC = CA, mostre que
det(M) = det(AD — CB)
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(c) Em [23] Exercicio 7.77 na pagina 396 é pedido para provar que se AC = CA, entdo
det(M) = det(A) det(D) — det(B) det(C).

Mostre que este resultado é falso. Sugestdo: use o item anterior, tome A = C e D, B tais que
det(D — B) # det(D) — det(B).
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Teste do Capitulo

1. Calcule o determinante da matriz seguinte usando operagdes elementares para transformé-la em uma
matriz triangular superior.

O = N O
— = 01N

= O N =
AN W W W

2. Se possivel, encontre a inversa da seguinte matriz:

N OO
[N e}
O = OO
NOONN

3. Encontre todos os valores de A para os quais a matriz A — Al; tem inversa, em que

W= NN
NN OO
_ -0 O
N O OO

4. Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:
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(a) Se A2 = —2A% entdo (I + A%)~!1 =T —2A;

(b) Se Af = —A2%e A énio singular, entdo determinante de A é -1;
(c) Se B= AA'A~!, entdao det(A) = det(B).

(d) det(A+ B) = detA+detB
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Capitulo 3

Espagos R"

3.1 Vetores no Plano e no Espaco

Muitas grandezas fisicas, como velocidade, forca, deslocamento e impulso, para se-
rem completamente identificadas, precisam, além da magnitude, da dire¢do e do
sentido. Estas grandezas sdo chamadas grandezas vetoriais ou simplesmente veto-
res.

Geometricamente, vetores sdo representados por segmentos (de retas) orientados
(segmentos de retas com um sentido de percurso) no plano ou no espago. A ponta
da seta do segmento orientado é chamada ponto final ou extremidade e o outro
ponto extremo é chamado de ponto inicial ou origem do segmento orientado. A

150
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/
/

Figura 3.1: Segmentos orientados representando o mesmo vetor
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direcdo e o sentido do segmento orientado identifica a direcdo e o sentido do vetor.
O comprimento do segmento orientado representa a magnitude do vetor.

Um vetor poder ser representado por vdrios segmentos orientados. Este fato é
analogo ao que ocorre com os nimeros racionais e as fragdes. Duas fra¢des repre-
sentam o mesmo nuimero racional se o numerador e o denominador de cada uma
delas estiverem na mesma proporgédo. Por exemplo, as fracdes 1/2,2/4 e 3/6 repre-
sentam o mesmo numero racional. De forma andloga, dizemos que dois segmen-
tos orientados representam o mesmo vetor se possuem o mesmo comprimento, a
mesma dire¢do e o mesmo sentido. A defini¢do de igualdade de vetores também é
andloga a igualdade de ntimeros racionais. Dois ntiimeros racionais a/b e c/d sdo
iguais, quando ad = bc. Analogamente, dizemos que dois vetores sdo iguais se eles
possuem o mesmo comprimento, a mesma diregdo e o mesmo sentido.

Na Figura 3.1 temos 4 segmentos orientados, com origens em pontos diferentes, que
representam o mesmo vetor, ou seja, sdo considerados como vetores iguais, pois
possuem a mesma diregdo, mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

Se o ponto inicial de um representante de um vetor V é A e o ponto

final é B, entdo escrevemos \% :zHB
. .
AB B
A

3.1.1 Soma de Vetores e Multiplicaciao por Escalar

A soma, V + W, de dois vetores V e W é determinada da seguinte forma:

e tome um segmento orientado que representa V;
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3.1  Vetores no Plano e no Espaco 153

e tome um segmento orientado que representa W, com origem na extremidade
de V;

e ovetor V + W é representado pelo segmento orientado que vai da origem de V/
até a extremidade de W.

Da Figura 3.2, deduzimos que a soma de vetores é comutativa, ou seja,
V+W=W+YV, (3.1)

para quaisquer vetores V e W. Observamos também que a soma V + W estd na
diagonal do paralelogramo determinado por V e W, quando estdo representados
com a mesma origem.

Da Figura 3.3, deduzimos que a soma de vetores é associativa, ou seja,
V+(W+U)=(V+W)+U, (3.2)

para quaisquer vetores V, W e U.

O vetor que tem a sua origem coincidindo com a sua extremidade é chamado vetor
nulo e denotado por 0. Segue entdo, que

V+0=0+V=YV, (3.3)

para todo vetor V.

Para qualquer vetor V, o simétrico de V, denotado por —V, é o vetor que tem mesmo
comprimento, mesma diregdo e sentido contrario ao de V. Segue entdo, que

V4 (~V)=0. (3.4)

Definimos a diferenca W menos V, por

W—V=W+(-V).
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Segue desta definigdo, de (3.1), (3.2), (3.4) e de (3.3) que
WH+(V-W)=V-W)+W=V+(-W+W)=V+0=V.

Assim, a diferenca V — W é um vetor que somado a W da V, portanto ele vai da
extremidade de W até a extremidade de V, desde que V e W estejam representados
por segmentos orientados com a mesma origem.

A multiplica¢do de um vetor V por um escalar o, « V, é determinada pelo vetor que
possui as seguintes caracteristicas:

(a) éovetornulo,seax =0ouV =0,
(b) caso contrario,
i. tem comprimento |«| vezes o comprimento de V,
ii. a diregdo é a mesma de V (neste caso, dizemos que eles sdo paralelos),

iii. tem o mesmo sentidode V,sea > 0e
tem o sentido contrario ao de V, se & < 0.

As propriedades da multiplicagdo por escalar serdo apresentadas mais a frente. Se
W = aV, dizemos que W é um muiiltiplo escalar de V. E facil ver que dois vetores
ndo nulos sdo paralelos (ou colineares) se, e somente se, um é um miiltiplo escalar
do outro.

As operacdes com vetores podem ser definidas utilizando um sistema de coordena-
das retangulares. Em primeiro lugar, vamos considerar os vetores no plano.

Seja V um vetor no plano. Definimos as componentes de V como sendo as coorde-
nadas (v1,v2) do ponto final do representante de V que tem ponto inicial na origem.
Escrevemos simplesmente

V = (1)1,02).
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Figura32: V4+W =W+ V Figura3.3: V+ (W4 U) = (V+W)+U

=

Figura 3.4: A diferenca V — W
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-2V

I
<

N

Figura 3.5: Multiplicagdo de vetor por escalar

LY A

V = (v1,02)

P= (X,y)

(%) Y

Y

Y

o) (41 O

Figura 3.6: As componentes do vetor V no

H
plano componentes de OP

Figura 3.7: As coordenadas de P sdo iguais as
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—
Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor OP, que

vai da origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo,
0 = (0,0). Em termos das componentes, podemos realizar facilmente as operagoes:
soma de vetores e multiplicagdo de vetor por escalar.

e Como ilustrado na Figura 3.8, a soma de dois vetores V = (v,12) e
W = (wq,w;) é dada por

V+W = (01 + w1, 0 + W)

e Como ilustrado na Figura 3.9, a multiplicagdo de um vetor V = (v1,v;) por um
escalar « é dada por

aV = (ocvl,zxvz).‘

Definimos as componentes de um vetor no espago de forma andloga a que fizemos
com vetores no plano. Vamos inicialmente introduzir um sistema de coordenadas
retangulares no espago. Para isto, escolhemos um ponto como origem O e como ei-
x0s coordenados, trés retas orientadas (com sentido de percurso definido), passando
pela origem, perpendiculares entre si. Estes serdo os eixos x,y e z. O eixo z é o eixo
vertical. Os eixos x e y sdo horizontais e satisfazem a seguinte propriedade. Suponha
que giramos o eixo x pelo menor angulo até que coincida com o eixo y. Se os dedos
da mao direita apontam na dire¢cdo do semi-eixo x positivo de forma que o semi-
eixo y positivo esteja do lado da palma da mao, entdo o polegar aponta no sentido
do semi-eixo z positivo. Cada par de eixos determina um plano chamado de plano
coordenado. Portanto os trés planos coordenados sdo: xy, yz e xz.

A cada ponto P no espago associamos um terno de ntmeros (x, y,z), chamado de
coordenadas do ponto P como segue.

e Passe trés planos por P paralelos aos planos coordenados.
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e A intersecdo do plano paralelo ao plano xy, passando por P, com o eixo z de-
termina a coordenada z.

e A intersecdo do plano paralelo ao plano xz, passando por P, com o eixo y de-
termina a coordenada y

e A intersecdo do plano paralelo ao plano yz, passando por P, com o eixo x de-
termina a coordenada x.

Alternativamente, podemos encontrar as coordenadas de um ponto P como segue.
e Trace uma reta paralela ao eixo z, passando por P;

e A interse¢do da reta paralela ao eixo z, passando por P, com o plano xy é o
ponto P’. As coordenadas de P/, (x,y), no sistema de coordenadas xy sdo as
duas primeiras coordenadas de P.

e A terceira coordenada é igual ao comprimento do segmento PP/, se P estiver
acima do plano xy e ao comprimento do segmento PP’ com o sinal negativo, se
P estiver abaixo do plano xy.

Agora, estamos prontos para utilizarmos um sistema de coordenadas cartesianas
também nas operagdes de vetores no espago. Seja V um vetor no espago. Como no
caso de vetores do plano, definimos as componentes de V como sendo as coordena-
das (v1,v2,v3) do ponto final do representante de V que tem ponto inicial na origem.
Escrevemos simplesmente

V= (01102/ 03)‘ ‘

-
Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor OP que
vai da origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo,
0 = (0,0,0). Assim como fizemos para vetores no plano, para vetores no espago
a soma de vetores e a multiplicacdo de vetor por escalar podem ser realizadas em
termos das componentes.
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y VAW
vxtwr

U2

wy

U] wy v t+wy

Figura 3.8: A soma de dois vetores no plano

L4

aV

02

U1 et

Figura 3.9: A multiplicacdo de vetor por esca-
lar no plano

z
A
CYP = (xy,2)
x v
X y

Figura 3.10: As coordenadas de um ponto no espago
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LI

AV = (01,02,05)

U1 vy

X y

Figura 3.11: As componentes de um vetor no
espaco

/

X

Figura 3.12: As coordenadas de P sdo iguais
—

as componentes de OP
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e SeV = (v1,v2,0v3) e W = (wq, wp, w3), entdo a adi¢do de V com W é dada por

‘V+W = (v1 +wy, 02 + W, 03 + W3);

e Se V = (v1,v3,v3) e x é um escalar, entdo a multiplicagdo de V por « é dada por

‘ac V= (ocvl,zxvz,acvg;).‘

Exemplo 3.1. Se V = (1,-2,3), W = (2,4, —1), entdo
VAW=(142-2+4,3+(-1)) = (3,2,2), 3V =(3-1,3(-2),3-3) = (3,—6,9).

Quando um vetor V estd representado por um segmento orientado com ponto inicial fora da origem (Figura
3.13), digamos em P = (x1,Y1,21), e ponto finalem Q = (xp,¥2,22), entdo as componentes do vetor V sdo
dadas por

— —

N
1% IPQ:OQ — OP= (X2 — xl,yz —y1,22 — Zl).

Portanto, as componentes de V sdo obtidas subtraindo-se as coordenadas do ponto Q (extremidade) das do
ponto P (origem). O mesmo se aplica a vetores no plano.

Exemplo 3.2. As componentes do vetor V que tem um representante com ponto ini-
cial P = (5/2,1,2) e ponto final Q = (0,5/2,5/2) sdo dadas por

V —=PQ= (0—5/2,5/2—1,5/2—2) = (~5/2,3/2,1/2).
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Observacdo. O vetor é “livre”, ele ndo tem posigdo fixa, ao contrario do ponto e do segmento orientado. Por
exemplo, o vetor V = (—5/2,3/2,1/2), no exemplo acima, estava representado por um segmento orientado
com a origem no ponto P = (5/2,1,2). Mas, poderia ser representado por um segmento orientado cujo ponto
inicial poderia estar em qualquer outro ponto.

Um vetor no espago V = (v1,02,03) pode também ser escrito na notagdo matricial
como uma matriz linha ou como uma matriz coluna:

V= (%) ou V:[v1 (%) 03].

Estas nota¢des podem ser justificadas pelo fato de que as operagdes matriciais

U1 wq U1+ wq (4] Qv
V4+W=| v | + | wy = vm+tw, |, aV=a| vy = | avp
U3 w3 U3 + W3 U3 QU3

ou
VAW=[v v o3 ]+[w wr ws]|=[v1+w vr+wr vz+ws |,

aV=a[v v v3]=[avy avy avs |

produzem os mesmos resultados que as operagdes vetoriais
V+W = (v1,02,03) + (w1, wp, w3) = (v1 + w1y, 02 + wo, v3 + w3),

aV = a(v1,v,v3) = (avy, avs, 203).
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O mesmo vale, naturalmente, para vetores no plano.

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de ve-
tores e multiplicacdo de vetores por escalar.

Teorema 3.1. Sejam U,V e W vetores e a e B escalares. Sdo vilidas as seguintes propriedades:

(@) U+V =V+U; (e) a(BU) = (aB)U;

b) (U+V)+W=U+ (V+W); ) a(U+V)=al+aV;
(c)U+0=1U; (g) (a+p)U = al + BU;
(d) U+ (-U) =0 (h) 1U = U.

Demonstracdo. Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (Teorema
1.1 na pagina 9). u

Exemplo 3.3. Vamos usar vetores e as suas propriedades para provar um resultado
conhecido de geometria plana. Seja um tridngulo ABC e sejam M e N os pontos
médios de AC e BC, respectivamente. Vamos provar que MN ¢é paralelo a AB e tem
comprimento igual a metade do comprimento de AB.

Devemos provar que /\
— 1 — M
MN= 2 AB. X
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Agora, a partir da figura ao lado temos que
—  — —
MN=MC + CN .
Como M é ponto médio de AC e N é ponto médio de BC, entdo

1—>

— 1 —

Logo,
MN= % AC +3 CB= 1(AC + CB) = £ AB
MN=5 ACH; CB=5( =248
— —
Exemplo 3.4. Dados quatro pontos A, B, C e X tais que AX= A AB, vamos escrever
— =

C X como uma soma de multiplos escalares de CA e CB, que é chamada combinagao
—  —
linear de CA e CB.

— — —  —
Como AX= A AB, entdo os vetores AX e AB sdo paralelos e portanto o ponto X s6

pode estar na reta definida por A e B. Vamos desenhé-lo entre A e B, mas isto ndo
vai representar nenhuma restri¢do.

A
O vetor que vai de C para X, pode ser escrito

como uma soma de um vetor que vai de C X
para A com um vetor que vai de A para X,

— — —
CX=CA + AX.

C B
—

Agora, por hi hlpotese AX A AB 0 que 1mp11ca que C. CX CA +A AB.
Mas, AB=CB — CA portanto CX=CA —i—)\(CB CA) Logo,

CX= (1—A) CA +ACB.
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— — —  —
Observe que para A = 0, CX= CA para A = 1, CX=CB, para A = 1/2,
— —
CX= 1 CA + 1 CB,paraA =1/3,CX=2 CA +1 CB.

Exemplo 3.5. Vamos mostrar, usando vetores, que o ponto médio de um segmento

P X1+x + z21+2
que une os pontos A = (x1,y1,21) € B = (x2,2,22) é M = ( Lot BB e 2).

— —
O ponto M é o ponto médio de AB se, e somente se, AM= % AB. Entdo, aplicando

— 170 1 =

o exemplo anterior (com o ponto C sendo a origem O), OM= 5 OA +5 OB. Como

as coordenadas de um ponto sdo iguais as componentes do vetor que vai da origem
—

até aquele ponto, segue-se que OM= 1(x1,y1,21) + 1(x2,y2,22) e

[ x1t+X Yy1+Y2 21+ 22
M_< 2 7 2 72 )

3.1.2 Norma e Produto Escalar

Ja vimos que o comprimento de um vetor V é definido como sendo o comprimento
de qualquer um dos segmentos orientados que o representam. O comprimento do

vetor V também é chamado de norma de V e é denotado(a) por ||V]|.

Teorema de Pitdgoras que a norma de um vetor é dada por

V]| = /03 + 03,

no caso em que V = (v1,v;) é um vetor no plano, e por

V|| = /02 4+ 03+ 03,

Segue do
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no caso em que V = (v1,vp,v3) é um vetor no espago (verifique usando as Figuras
3.14 e 3.15).

Um vetor de norma igual a 1 é chamado vetor unitério.
A distancia entre dois pontos P = (x1,1,21) e Q = (x2,¥2,22) é igual a norma do
vetor 1% (Figura 3.13 na pagina 167). Como

—  — —

PQ=0Q — OP= (x2 — x1,Y2 — ¥1,22 — 21),

entdo a distancia de P a Q é dada por

dist(P,Q) = || PO || = /(2 =12+ (2 — 1 )2 + (22 —21)2.

Analogamente, a distancia entre dois pontos P = (x1,11) e Q = (x2,2) no plano é
—
igual a norma do vetor PQ, que é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = v/(xa — x1)2 + (v2 — y1 2.

Exemplo 3.6. A norma do vetor V = (1,-2,3) é

V]| = /12 4 (=2)2 4 3% = V14.

A distancia entre os pontos P = (2, -3,1) e Q = (—1,4,5) é
H
dist(P, Q) = || PO || = [|(~1-2,4— (=3),5- 1)l = [|(=3,7,4)[| = \/(—3)2 + 72 + 8 = V74,
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y

—  — —
Figura 3.13: V =PQ=0Q — OP

Ay

o : V= (UI/UZ>

\\\1\\

oa

ol

Figura 3.14: A norma de um vetor V no plano

V = (v1,0,03)

e\

Figura 3.15: A norma de um vetor V no espago
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Se V = (v1,vp,v3) e « é um escalar, entdo da definicdo da multiplicagdo de vetor por
escalar e da norma de um vetor segue-se que

aV1] = || (w01, 202, a03)| = 1/ (@01)2 + (002)? + (a03)2 = 1/a2(02 + 03 +2B),

ou seja,

eV = [af [[V]].] (3.5)

Dado um vetor V nio nulo, o vetor

u= () v

é um vetor unitario na direcdo de V, pois por (3.5), temos que

| Mvuzl

_‘ 1
V1|

Exemplo 3.7. Um vetor unitério na dire¢do do vetor V = (1,—2,3) é o vetor

i~
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O angulo entre dois vetores ndo nulos, V e W, é definido pelo angulo 6 determinado
por V e W que satisfaz 0 < 0 < 71, quando eles estdo representados com a mesma
origem.

Quando o angulo 6 entre dois vetores V e W é reto (§ = 90°), ou um deles é o vetor
nulo, dizemos que os vetores V e W sdo ortogonais ou perpendiculares entre si.

Vamos definir, agora, um produto entre dois vetores, cujo resultado é um escalar.
Por isso ele é chamado produto escalar. Este produto tem aplicacdo, por exemplo,
em Fisica: o trabalho realizado por uma forca é o produto escalar do vetor forca pelo
vetor deslocamento, quando a forga aplicada é constante.
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Definicdo 3.1. O produto escalar ou interno de dois vetores V e W é definido por

VoW = 0, se V ou W é o vetor nulo,
L IVII1|W]|cos®,  caso contrario,

em que 6 é o angulo entre eles.

Quando os vetores sdo dados em termos das suas componentes ndo sabemos diretamente o 4ngulo entre eles.
Por isso, precisamos de uma forma de calcular o produto escalar que ndo necessite do angulo entre os vetores.

Se V e W sdo dois vetores ndo nulos e 6 é o dngulo entre eles, entdo pela lei dos cossenos,
IV = WI[Z = [[V]?+ [[W][2 = 2][V]| [[W]| cos 6.
Assim,
1
VoW = (V][ [[Wllcost = = (IIVIE+[[WIE = [V —W|[). (36)

Ja temos entdo uma férmula para calcular o produto escalar que ndo depende diretamente do dngulo entre
eles. Substituindo-se as coordenadas dos vetores em (3.6) obtemos uma expressdo mais simples para o cdlculo
do produto interno.

Por exemplo, se V = (v1,v2,v3) e W = (wy, wp, w3) sdo vetores no espago, entdo substituindo-se
V|2 =024+0v5+0%, |[W|? =wi+wi+wiel|lV—W|?= (v —w)*+ (v — wp)? + (v3 — w3)? em (3.6) 0s
termos viz e wl2 sdo cancelados e obtemos

V- W = vjwq + vowy + v3ws.
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Figura 3.16: Angulo entre dois vetores, agudo (a esquerda) e obtuso (a direita)

1%
v V-W
V-Ww
\6 W 0 W

Figura 3.17: Tridngulo formado por representantes de V, We V — W. A esquerda o angulo entre V e W é agudo
e a direita é obtuso.

y
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Teorema 3.2. O produto escalar ou interno, V - W, entre dois vetores é dado por
V- W = 0wy + vwy,
se V = (v1,v3) e W = (wy, wy) sdo vetores no plano e por
V-W = 0w + vowy 4 v3ws,

se V= (v1,03,03) e W = (wy, wyp, w3) sio vetores no espago.

Exemplo 3.8. Sejam V = (0,1,0) e W = (2,2,3). O produto escalar de V por W é
dado por
V-W=uvw +vow, +v3wz3 =0-24+1-24+0-3=2.

Podemos usar o Teorema 3.2 para determinar o angulo entre dois vetores nao nulos,
Ve W. O cosseno do angulo entre V e W é, entao, dado por

V-w

cosf = ————.
[VITTIW

Se V e W sdo vetores ndo nulos e  é o angulo entre eles, entdo

(a) 8 ¢éagudo (0 <8 <90°) se, e somentese, V- W >0,
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(b) 0 éreto (8 =90°) se, esomentese, V-W =0¢e
(c) 6 éobtuso (90° < 6 < 180°) se, e somente se, V- W < 0.

Exemplo 3.9. Vamos determinar o 4ngulo entre uma diagonal de um cubo e uma de
suas arestas. Sejam V; = (1,0,0),V> = (0,1,0) e V3 = (0,0,1) (Figura 3.18). Uma
diagonal do cubo é representada pelo vetor D dado por

D=Vi+V,+V;= (1,1,1)

Entédo o angulo entre D e V; satisfaz

D-V 1.140.1+0.1 1

IDIVill - (Ve P+ D) (V2L 2102 V3

cosf =

ou seja,

0 = arccos(—=) =~ 54°.

4l
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Figura 3.18: Angulo entre a diagonal de um cubo e uma de suas arestas
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Teorema 3.3. Sejam U,V e W vetores e &« um escalar. Sio vdlidas as sequintes propriedades:
(a) (comutatividade) U -V =V -U;
(b) (distributividade) U - (V+W) =U-V+U-W;
(c) (associatividade) a(U - V) = (al) -V =U- (aV);
d) V.-V= ||V||2 >0, paratodo VeV -V = 0se, e somente se, V= 0.

Demonstragio. Sejam U = (uy, up, u3), V = (v1,v2,v3) e W = (wq, wa, w3).
(a) U-V =uqv1 + upvp + uzvg = vquq + vty +v3ug = V- U;

(b) U-(V+W) = (u1,u,u3) - (v1 + wy,v2 + wp, v3 + w3) =
= u(v1 +wy) + up(v2 +wa) + uz(v3 +ws) =
= (w101 + ugwy) + (U202 + upws) + (U303 + uzws) =
= (101 + Uy + uzv3) + (w1 + tpwy +uswz) =U-V+U-W;

(€) a(U-V) = a(uvy + upvy + uzvs) = (auy)vy + (aup)vy + (aus)vy = (all) - V;

(d) V-V = ||V]|? é uma soma de quadrados, por isso é sempre maior ou igual a
zero e é zero se, e somente se, todas as parcelas sdo iguais a zero. ]

Projecao Ortogonal

Dados dois vetores V e W a projecdo ortogonal de V sobre W denotada por

projy V
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€ o vetor que é paralelo a W tal que V — proj;,, V seja ortogonal a W (Figura 3.19).
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Proposicao 3.4. Seja W um vetor nio nulo. Entdo, a projecio ortogonal de um vetor V em W é dada por

V-W
1Oj V:<>W.
PPl W2

Demonstracdo. Sejam Vi = proj,, V e Vo = V — proj,, V. Como V; é paralelo a W,
entdo
Vi =aW. 3.7)

Assim,
Vo=V —aW.

Multiplicando-se escalarmente V, por W e usando o Teorema 3.3 (d) obtemos
Vo W= (V—aW) - W=V-W—a||W|J (3.8)

Mas, V, é ortogonal a W, entdo V, - W = 0. Portanto, de (3.8) obtemos

o V-w
Wi
Substituindo este valor de & na equagéo (3.7) segue-se o resultado. u

Exemplo 3.10. Sejam V = (2,—1,3) e W = (4, —1,2). Vamos encontrar dois vetores
VieVptaisque V = Vi + V,, V; é paralelo a W e V; é perpendicular a W (Figura 3.19).
Temos que

V-W=2-4+(-1)(-1)+3-2=15

[[W|[> =42 + (=1)* +22 =21.
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v =proi ¥ = (T ) W= () @12 = 5, -3, )

20 510 6 211

V2 =V- Vl = (21_1/3) - (71_?/ 7) = (_§1_§/ 7)
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 504)
3.1.1. Determine o vetor X, tal que 3X — 2V = 15(X — U).

6X — 2Y = U

3.1.2. Determine o vetor X, tal que { 3 4+ Y = ULV

3.1.3. Determine as coordenadas da extremidade do segmento orientado que representa o vetor V = (3,0, —3),
sabendo-se que sua origem esta no ponto P = (2,3, —5).

3.1.4. Quais sdo as coordenadas do ponto P/, simétrico do ponto P = (1,0,3) em relagdo ao ponto
—

M = (1,2,—1)? (Sugestdo: o ponto P’ é tal que o vetor MP'= — ]\H’)
3.1.5. Verifique se os pontos dados a seguir sdo colineares, isto é, pertencem a uma mesma reta:
(a) A=(51,-3),B=1(0,3,4)eC=(0,3,-5);
(b)y A=(-1,1,3),B=(4,2,—-3) e C = (14,4, -15);

3.1.6. Dados os pontos A = (1,—2,—-3), B=(—-5,2,—1) e C = (4,0, —1). Determine o ponto D tal que A, B, C
e D sejam vértices consecutivos de um paralelogramo.

3.1.7. Verifique se o vetor U é combinacdo linear (soma de multiplos escalares) de V e W:
(@) V=(9,-12,—-6),W=(-1,7,1)e U = (—4,-6,2);
(b) V=(54,-3),W=(211)el=(-3,-41);

3.1.8. Sejam V = (1,2,-3) e W = (2,1,—2). Determine vetores unitdrios paralelos aos vetores
@QV+W;, B)V-W; ()2V —3W.

3.1.9. Ache o vetor unitédrio da bissetriz do dngulo entre os vetores V = (2,2,1) e W = (6,2, —3). (Sugestao:
observe que a soma de dois vetores estd na direcdo da bissetriz se, e somente se, os dois tiverem o
mesmo comprimento. Portanto, tome multiplos escalares de V e W de forma que eles tenham o mesmo
comprimento e tome o vetor unitdrio na direcdo da soma deles.)

3.1.10. Determine o valor de x para o qual os vetores V = (x,3,4) e W = (3, 1,2) sdo perpendiculares.
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3.1.11
3.1.12

3.1.13

3.1.14

3.1.15

. Demonstre que ndo existe x tal que os vetores V = (x,2,4) e W = (x, —2,3) sdo perpendiculares.
. Ache o angulo entre os seguintes pares de vetores:
@ (2,1,0)e (0,1,~1); (b)(1,1,1)e(0,-2,-2); (c)(3,3,0)e(2,1,-2).

. Decomponha W = (—1, —3,2) como a soma de dois vetores W; e W, com W paralelo ao vetor (0,1,3) e
W, ortogonal a este tltimo. (Sugestdo: revise o Exemplo 3.10 na péagina 177)

. Sabe-se que o vetor X é ortogonal a (1,1,0) e a (—1,0,1), tem norma V3 e sendo 0 o angulo entre X e
(0,1,0), tem-se cos 0 > 0. Ache X.

. Mostre que A = (3,0,2), B = (4,3,0) e C = (8,1, —1) sdo vértices de um tridangulo retdngulo. Em qual
dos vértices estad o dngulo reto?

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do MATLAB®:

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vi, v2, v3. Por exemplo >>
v=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2,3);

>> V+W é a soma de V e W; >> V-W é a diferenca V menos W; >> num*V é o produto do vetor V pelo escalar
num;

>> subs(expr,x,num) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solugdo da equacdo expr=0;

Comandos numéricos do pacote GAAL:
>> V=randi(1,3) cria um vetor aleatério com componentes inteiras;

>> no (V) calcula a norma do vetor V.
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>> pe(V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> desvet (P,V) desenha o vetor V com origem no ponto P e >> desvet (V) desenha o vetor V. com origem
no ponto O = (0,0,0).

>> po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontos P1, P2, ..., Pn
>> lineseg(P1,P2,’cor’) desenha o segmento de reta P1P2.
>> eixos desenha os eixos coordenados.

>> box desenha uma caixa em volta da figura.

>> axiss reescala os eixos com a mesma escala.

>> rota faz uma rota¢do em torno do eixo z.

>> zoom3(fator) amplifica a regido pelo fator.

>> tex (P, ’texto’) coloca o texto no ponto P.

3.1.16. Digite no prompt
demog?21,

(sem a virgula!). Esta fun¢do demonstra as fungdes gréficas para vetores.
3.1.17. Coloque em duas varidveis V e W dois vetores do plano ou do espago a seu critério
(a) Use afungdo ilsvw(V,W) para visualizar a soma dos dois vetores.

(b) Coloque em uma varidvel a um ntimero e use a fun¢do ilav(a,V) para visualizar a multiplicagao
do vetor V pelo escalar a.

(c) Use a fungdo ilpv(V,W) para visualizar o produto vetorial V x W.
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(d) Use a fungdo ilproj (W,V) para visualizar a projecdo de V em W.

3.1.18. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 1.3.

Exercicios Teoricos

3.1.19. Demonstre que o segmento que une os pontos médios dos lados néo paralelos de um trapézio é paralelo
as bases, e sua medida é a média aritmética das medidas das bases. (Sugestao: mostre que

— 1 — —
MN= 7 (AB + DC)

— —
e depois conclua que MN é um mdltiplo escalar de AB. Revise o Exemplo 3.3 na pagina 163)

D C

yd \
\

A B

3.1.20. Demonstre que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio. (Sugestdo: Sejam M e N os pontos
—
médios das duas diagonais do paralelogramo. Mostre que o vetor MN= 0, entdo conclua que M = N.)

3.1.21. Sejam A, B e C pontos quaisquer com A # B. Prove que:

— —
(a) Um ponto X pertence a reta determinada por A e B (AX= A AB) se, e somente se,

—
CX=aCA+BCB, com a+p=1

— —
(b) Um ponto X pertence ao interior do segmento AB (AX= A AB,com 0 < A < 1) se, e somente se,

—

—
CX=aCA+BCB, com a>0, >0 e a+p=1
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— —
() Um ponto X é um ponto interior ao tridngulo ABC (A’X= A A'B’,com 0 < A < 1, em que A’ é um
ponto interior ao segmento AC e B’ é interior ao segmento CB) se, e somente se,

— — —
CX=aCA+BCB, com a>0, >0 e a+p<1

B

A
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3.1.22. Mostre que se aV =0, entdioax = 0ou V = 0.
3.1.23. Seall =aV,entiol =V ?Esea #07?
3.1.24. SeaV = BV, entdon = p? Ese V #0?
3.1.25. Mostre que2V =V + V.
3.1.26. Se V- W =V .U, entao W = U?
3.1.27. Mostre que se V é ortogonal a W; e W,, entdo V é ortogonal a a; Wy + apWh.
3.1.28. Demonstre que as diagonais de um losango sdo perpendiculares. (Sugestdo: mostre que
z?é : B—D>: O,usandoofatodequezﬁ:[?(fe [l zﬁi’) | =| 1?? )
3.1.29. Demonstre que, se V e W sdo vetores quaisquer, entédo:
@ VW= (IV+WIR— IV - wIP);
®) VI +IWIE = 2 (I[V+ WP+ [V - W]2).
(Sugestao: desenvolva o0s segundos membros das igualdades acima observando que
IV+ WP = (VW) (VW) e[V =W[?=(V-W)-(V-W)
3.1.30. Demonstre que se V e W sdo vetores quaisquer, entdo:

@ [V-Wl<[[V[I[IW]];

®) [[V+WI[ < [IVI|+[[W]];
(Sugestao: mostre que ||V + W|[|> = (V+ W) - (V + W) < (||V]|| + ||[W]])?, usando o item anterior)

© |1IvIl =Wl < 11V = wil
(Sugestao: defina U = V — W e aplique o item anterior a U e W)
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3.1.31. Sejam U, U, e Us trés vetores unitdrios mutuamente ortogonais. Se A = [ U; U, Uz | é uma matriz
3 X 3 cujas colunas sdo os vetores Uj, Uy e U3, entdo A é invertivel e Al = At (Sugestao: mostre que
AlA =13)
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V — proj,, V

V — projy, V

projyy V. W

projyy V.

y

Figura 3.19: Projecdo ortogonal do vetor V sobre o vetor W
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3.2 Equacdes de Retas e Planos

3.2.1 Equacao do Plano

Existe uma analogia entre uma reta no plano e um plano no espago. No plano, a
equacdo de uma reta é determinada se forem dados sua inclinagdo e um de seus
pontos. No espaco, a inclinacdo de um plano é dada por um vetor perpendicular a
ele e a equagdo de um plano é determinada se sdo dados um vetor perpendicular a

ele e um de seus pontos.

Proposicdo 3.5. A equagio de um plano 7t que passa por um ponto Py = (xo,Y0,20) e é perpendicular ao vetor
N = (a,b,c)é

ax+by+cz+d=0, (3.9)
onde d = —(axy + byy + czp). A equagdo (3.9) é chamada equagdo geral do plano 7t e o vetor N é chamado vetor

normal do plano.

Demonstragido. Um ponto P = (x,y, z) pertence ao plano 7 se, e somente se, 0 vetor
—

PyP for perpendicular ao vetor N, ou seja,
N
N- PyP=0. (3.10)
—_—
Como, PyP= (x — xo,y — Yo,z — 20), @ equacdo (3.10) pode ser reescrita como

a(x —xo) +b(y —yo) +c(z—29) =0,

ou seja,
ax + by + cz — (axp + byo + czp) = 0.
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N = (a,b,c)

Figura 3.20: Plano perpendicular a N = (a,b, ¢) e que passa por Py = (xo, Yo, z0)

Figura 3.21: Planosax —d = 0,by +d =0ecz+d =0
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Figura 3.23: Planos ax + by +cz =0
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Exemplo 3.11. Vamos encontrar a equagdo do plano 71 que passa pelo ponto
Py = (3,—1,7) e é perpendicular ao vetor N = (4,2, —5). Da proposicao anterior, a
equacdo do plano é da forma

ax+by+cz+d=0,

onde os coeficientes de x, i e z sdo as componentes do vetor normal, ou seja, a = 4,
b =2ec= —b5. Assim, a equagdo de 77 é da forma

4x+2y—5z+d=0.

Para determinar o coeficiente d, basta usarmos o fato de que Py = (3,-1,7) pertence
a 7t. Mas, o ponto Py pertence a 7t se, e somente se, as suas coordenadas satisfazem a
equagdo de 77, ou seja,

4-3—|—2(—1) —5-74+d=0.

De onde tiramos que d = —12 4 2 4 35 = 25. Finalmente, a equacédo do plano 7 é

4x +2y —5z+25=0.

No plano, a equagdo de uma reta é determinada se forem dados dois pontos da reta.
Analogamente, no espaco, a equagdo de um plano é determinada se sdo dados trés
pontos P;, P, e P; ndo colineares (isto é, ndo pertencentes a uma mesma reta). Com

— —
os trés pontos podemos “formar” os vetores V =P, P, e W =P, P5 (Figura 3.25).

Exemplo 3.12. Vamos encontrar a equagdo do plano 7 que passa pelos pontos

p = (1,2,-1), , = (2,3,1) e P; = (3,—1,2). Com os trés pontos podemos
— —

“formar” os vetores V =P;P,= (v1,v3,v3) e W =P P3= (wy, wo, w3). O vetor nor-

mal do plano, N = (a,b,c), é ortogonal a estes trés vetores. De onde obtemos um
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Figura 3.24: Planos ax + by +cz=0eax+by+cz+d =0

Figura 3.25: Plano que passa por trés pontos
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— — —
sistema homogéneo com trés equagdes (N- PiP= 0, N- PiP,= 0e N- P P3= 0) e trés
incégnitas (a, b e ¢), que tem solugdo ndo trivial se, e somente se, o determinante da
matriz do sistema é igual a zero (Teorema 2.15 na pagina 115), ou seja, se, e somente
se,
X—=X1 Y= zZ—2z
det [ () U3 =0. (3.11)
w1 w2 w3

Mas,

-
PP=(x—1,y—2,z—(-1)),
—_
V =PP=(1,1,2),
—
W =P P3= (2,-3,3).
Entdo, a equagdo do plano é
x—1 y—-2 z+1

det| 1 1 2 | =9(x—1)+(y—2)—5(z+1) =9 +y—5z—16=0.
2 -3 3

A equagdo do plano também é determinada se ao invés de serem dados trés pontos,
forem dados um ponto P; do plano e dois vetores paralelos ao plano, V = (v, v, v3)
e W = (wy,ws, w3), desde que eles sejam ndo colineares. Ou ainda se forem dados
dois pontos P; e P, do plano e um vetor paralelo ao plano V = (v1,v3,03), jd que

—
neste caso podemos formar o vetor W = PP, = (wy, wp, w3) que é também paralelo

ao plano.

—
Temos trés vetores paralelos ao plano: P;P= (x — x1,y — Y1,z —

z1), V e W. O vetor

normal do plano, N = (a,b, c), é ortogonal a estes trés vetores. De onde obtemos um
—

sistema homogéneo com trés equagdes (N- Pi1P= 0, N-V =0e N-W = 0) e trés
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incégnitas (4, b e ¢), que tem solugdo ndo trivial se, e somente se, o determinante da
matriz do sistema é igual a zero (Teorema 2.15 na pagina 115), ou seja, se, e somente
se,

X—X1 Y—Y1 z—2q

det U1 (%] U3 =0. (3.12)

wy w2 w3
Assim, um ponto P = (x,y,z) pertence a um plano 7 que passa pelo ponto
Py = (x1,y1,21) e é paralelo aos vetores V = (v1,v2,03) e W = (wy, wp, w3) (ndo

paralelos) se, e somente se, a equagdo (3.12) é verdadeira.

Observagio. Nao faz sentido dizer que um vetor pertence a um plano. Pois, por um lado, um plano é um
conjunto de pontos e por outro, os vetores sdo “livres”, podem ser “colocados” em qualquer ponto. O correto
é dizer que um vetor é paralelo a um plano.

3.2.2 Equacgdes da Reta

Vamos supor que uma reta r é paralela a um vetor V = (a,b, c) ndo nulo e que passa
por um ponto Py = (xo, Yo, 20). Um ponto P = (x,y, z) pertence a reta r se, e somente
— —

se, o vetor PyP é paralelo ao vetor V, isto é, se o vetor PyP é um multiplo escalar de
V, ou seja,

R
PP=1tV. (3.13)

Em termos de componentes, (3.13) pode ser escrito como

(x — x0,¥ — Yo,z — 20) = (ta, tb, tc),

JuTho 2010

Reginaldo J. Santos



194 Espacos R"

de onde segue-se que x —xg =ta,y —yo = tb ez —zy = tc. Isto prova o resultado
seguinte.
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Proposicao 3.6. As equagoes

X = xg+ta
y = Yyo+tb paratodot € R (3.14)
z = zg+tc

sdo de uma reta r que passa por um ponto Py = (xo, Yo, 20) e é paralela ao vetor V.= (a,b,c). As equagdes (3.14) sido
chamadas equagées paramétricas da reta r. O vetor V = (a,b, c) é chamado vetor diretor da reta r.

O parametro t pode ser interpretado como o instante de tempo, se o ponto
P = (x,y,z) descreve o movimento de uma particula em movimento retilineo uni-
forme com vetor velocidade V = (a,b,c). Observe que parat =1, P = (x,y,2z) =
(xo+a,y0+0b,zo+c), parat =2, P = (x,y,z) = (x0 +2a,yo + 2b,zp + 2c) e assim
por diante.

As equagdes (3.14), podem ser reescritas como (x,y,z) = (xo + at, yo + bt, zo + ct).

Observacdo. Nao faz sentido dizer que o vetor estd contido na reta. Por um lado, a reta é um conjunto de
pontos e por outro um vetor ndo tem posicao fixa.
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Exemplo 3.13. A reta que passa por Py = (—3,3/2,4) e é paralela ao vetor
V = (—6,1,4) tem equagOes paramétricas
x = —-3-6t
T y = % +t parat € R
z = 4-+4t

Podemos encontrar a interse¢do da reta ¥ com os planos coordenados xy, yz e xz. A
equacgdo do plano xy é z = 0, do plano yz é x = 0 e do plano xz é y = 0. Substituindo
z = 0 nas equagdes de 7, obtemos t = —1, x = 3 ey = 1/2, ou seja, o ponto de
interse¢do de r com o plano xy é

1
(x,y,2z) = (3, E'O)'

De forma andloga obtemos o ponto de intersecdo de r com o plano yz é
(x,y,z) = (0,1,2), o ponto de interse¢do de r com o plano xz (x,y,z) = (6,0, —2).

Exemplo 3.14. Vamos encontrar as equacdes paramétricas da reta r que passa pelos
pontos P; = (3,0,2) e P, = (0, 3,3). O vetor

H
P1P2: (07313701372) - (73,3,1)

é paraleloa r e o ponto P; = (3,0,2) pertence a r. Portanto, as equagdes paramétricas
de r sao

x = 3-3t
y = 3t parat € R.
z = 2+t

Exemplo 3.15. Vamos encontrar as equagdes paramétricas da reta r, intersecao dos
planos
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m o 2x+y+4z—-4 = 0

T @ 2x—y+2z = 0 (315

Podemos encontrar as equagdes paramétricas de r determinando a solugdo geral do
sistema (3.15). Para isto devemos escalonar a matriz do sistema (3.15):

2 1 44
2 -1 210

Precisamos “zerar” o outro elemento da 1% coluna, que é a coluna do pivo, para isto,
adicionamos a 22 linha, menos a 12 linha.

12 linha + 2? linha —> 2° linha { c S i

0o -2 -

Agora, ja podemos obter facilmente a solucdo geral do sistema dado, ja que ele é
equivalente ao sistema

2x + y + 4z = 4
- 2y — 2z = —4

A variavel z é uma variavel livre. Podemos dar a ela um valor arbitrario, digamos f,
para t € R qualquer. Assim, a solugdo geral do sistema dado é

1 t
= 2 — t paratodoteR. (3.16)
t

NI

N = R
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 507)
3.2.1. Ache a equagdo do plano paralelo ao plano 2x —y + 5z — 3 = 0 e que passa por P = (1,—-2,1).
3.2.2. Encontre a equagdo do plano que passa pelo ponto P = (2,1,0) e é perpendicular aos planos
X+2y—3z+2=0 e 2x—y+4z-1=0.
3.2.3. Encontrar a equagdo do plano que passa pelos pontos P = (1,0,0) e Q = (1,0,1) e é perpendicular ao
planoy = z.
3.2.4. Dadas asretas r : (x,,z) = (2+2t,2t,t) es : (x,y,z) = (2+1,t,t) obtenha uma equagdo geral para o
plano determinado por r e s.
3.2.5. Sejam P = (4,1,-1)er: (x,y,2z) = (2,4,1)+t(1,-1,2).
(a) Mostre que P ¢ r;
(b) Obtenha uma equacédo geral do plano determinado por r e P.
3.2.6. Dados osplanos 711 : x —y+z+1=0em : x+y—z—1= 0, determine o plano que contém 711 N 712
e é ortogonal ao vetor (1,1,1).
3.2.7. Quais dos seguintes pares de planos se cortam segundo uma reta?
(@) x+2y—3z—4=0ex—-4y+2z+1=0;
(b) 2x —y+4z+3=0e4x -2y +8z =0;
() x—y=0ex+z=0.
3.2.8. Encontre as equagdes da reta que passa pelo ponto Q = (1,2,1) e é perpendicular ao plano x — y 42z —
1=0.
3.2.9. Ache a equagdo da reta que passa pelo ponto P = (1,0,1) e é paralela aos planos 2x +3y+z+1=0e

x—y+z=0.
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3.2.10. Seja r a reta determinada pela intersecdo dos planos x +y —z = 0 e 2x — y + 3z — 1 = 0. Ache a equagdo
do plano que passa por A = (1,0, —1) e contém a reta r.

Exercicios usando o MATLAB®
Comandos do MATLAB®:

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vi, v2, v3. Por exemplo >>
v=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2,3);

>> V+W é a soma de Ve W; >> V-W é a diferenca V. menos W; >> num*V é o produto do vetor V pelo escalar
num;

>> subs(expr,x,num,) substitui x por num na expressdo expr;

>> solve(expr) determina a solugdo da equagdo expr=0;

Comandos numéricos do pacote GAAL:

>> no (V) calcula a norma do vetor V.

>> pe(V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.

>> pv(V,W) calcula o produto vetorial do vetor V pelo vetor W.

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> 1in(P,V) desenha a reta que passa por P com diregdo V.

>> 1in(P1,V1,P2,V2) desenha retas que passam por P1, P2, dire¢des V1, V2.

>> plan(P,N) desenha o plano que passa por P com normal N.

>> plan(P1,N1,P2,N2) desenha planos que passam por P1, P2, normais N1, N2.
>> plan(P1,N1,P2,N2,P3,N3) desenha planos que passam por P1, P2 e P3 com normais N1, N2 e N3.

>> poplan(P1,P2,N2) desenha ponto P1 e plano passando por P2 com normal N2.
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>> poline(P1,P2,V2) desenha ponto P2 e reta passando por P2 com diregdo V2.

>> lineplan(P1,V1,P2,N2) desenha reta passando por P1 com direcdo V1 e plano passando por P2 com
normal N2.

>> axiss reescala os eixos com a mesma escala.
>> rota faz uma rota¢do em torno do eixo z.

3.2.11. Digite no prompt demog22, (sem a virgula!). Esta funcdo demonstra as fun¢des gréficas para visualizagdo
de retas e planos.

3.2.12. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicio Tedrico

3.2.13. S&]ﬁ %ei_eb}{ﬁ‘ﬁ 2t e ggg g%léa%acoo}iﬁe my %)asr;lo 7T que ndo passa pela origem e corta os trés eixos.

(b) Se Py = (p1,0,0), P, = (0, p2,0) e P3 = (0,0, p3) sdo as interse¢des de 7t com os eixos, a equagdo de
7t pode ser posta sob a forma
X Yy oz
—+L = =1.
pr P2 Ps3
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—
PP
(0
14
>
OPy
X y X y

Figura 3.26: Reta paralela ao vetor V = (a,b,¢)
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Figura 3.27: Reta que passa pelo ponto Py = (—3,3/2,4) paralela ao vetor V = (—6,1,4)
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Figura 3.28: Reta que passa pelos pontos P; = (3,0,2) e P, = (0,3,3)
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Figura3.29: 1 : 2x +y +4z -4 =10
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Figura3.30: 15 : 2x —y + 2z =0

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



206 Espacos R"

Figura 3.31: 711, mo e 71y N 7o
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3.3 Os Espacos R"

Ja vimos que os vetores no plano sdo identificados com os pares ordenados de
numeros reais e que vetores no espago sao identificados com ternos ordenados de
numeros reais. Muito do que estudamos sobre vetores no plano e no espago pode
ser estendido para n-uplas de ndmeros reais, em que n pode ser um ndmero inteiro
positivo.

Definicdo 3.2. Para cada inteiro positivo 1, o espago (vetorial) R" é definido pelo conjunto de todas as n-uplas

ordenadas X = (xy, ...,

X, ) de ntimeros reais.

O conjunto R! é simplesmente o conjunto dos ntimeros reais. O conjunto R? é o
conjunto dos pares de ntimeros reais e o R é o conjunto dos ternos de ntimeros
reais.

No R3 o terno de ntimeros (x1, ¥, x3) pode ser interpretado geometricamente de
duas maneiras: pode ser visto como um ponto, neste caso x1, xp e x3 sdo as coor-
denadas do ponto (Figura 3.32), ou como um vetor, neste caso x1, X € X3 sdo as
componentes do vetor (Figura 3.33). Também no R" uma n-upla pode ser pensada
como um vetor ou como um ponto. Por exemplo, a quintupla X = (1,-2,3,5,4)
pode ser pensada como um ponto no R%, quando consideramos X como um ele-
mento do conjunto R, ou como um vetor do R>, quando fazemos operacdes com X,
como as que iremos definir adiante. Vamos chamar os elementos do R" de pontos
ou de vetores dependendo da situagéo.
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Dois vetores V = (vy,...,0,) e W = (wy, ..., wy) no R" sdo considerados iguais se

vy = wi,...,0y = Wy. As operagdes de soma de vetores e multiplicacdo de vetor
por escalar no R" sdo definidas de maneira andloga ao que fizemos no plano e no
espaco.
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Definicdo 3.3. (a) A soma de dois vetores V = (v1,...,0,) e W = (w9, ..., wy,) do R" é definida por
V4+W=(v14+wy,...,on+wy); (3.17)
(b) A multiplicagdo de um vetor V = (vy,...,v,) do R" por um escalar « é definida por
aV=(avy,...,00). (3.18)

O vetor nulo do R" é denotado por 0 e é definido por 0 = (0,...,0). Se
V = (v1,...,04) é um vetor do R", entdo o simétrico de V é denotado por —V
e é definido por —V = (—v,..., —v,). A diferenga de dois vetores no R" é definida
por V—W =V + (—W). Se V e W sdo vetores do R" tais que W = aV, para algum
escalar «, entdo dizemos que W é um muiiltiplo escalar de V.

Um vetor V = (vy,...,v,) do R" pode também ser escrito na notagdo matricial como
uma matriz linha ou como uma matriz coluna:

Gt
V= : ou V=[v ... v,].

On

Estas notagdes podem ser justificadas pelo fato de que as operagdes matriciais

U1 wq U1+ Wy 4] Qv
V+W= : + : = : , oV =u : =

[ Wy Uy + Wy Uy X0y
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ou
VAW=[wv ... v |+[w ... wy|]=][vi4+w ... vatw, ],

aV=alov ... vg]=[av; ... av, ]

produzem os mesmos resultados que as operagdes vetoriais
V4+W=(v1,...,00) + (w1,...,wy) = (01 + wW1,...,0n + Wy)
aV =a(vy,...,04) = (avy,...,004).

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de ve-
tores e multiplicagdo de vetores por escalar no R".

Teorema 3.7. Sejam U = (uq,...,uy), V= (v1,...,04) e W = (w2, ..., wy) vetores do R" e a e B escalares. Sio
vdlidas as sequintes propriedades:

(@) U+ V =V+U;

(@) a(BU) = (ap)U;

b) (U+V)+W=U+ (V+W); ) a(U+V)=al+aV;

(c) U+0=1U;
(d) u+(-U =0;

() (x4 p)U = all + pU;
(h) 1U = U.
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Demonstracdo. Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (Teorema
1.1 na pagina 9). |

O conceito de vetores pode ser generalizado ainda mais. Um conjunto ndo vazio
onde estdo definidas as operagdes de soma e multiplicagdo por escalar é chamado
espaco vetorial se satisfaz as oito propriedades do Teorema 3.7 (Secdo 4.3 na pégina
273).

3.3.1 Combinagdo Linear

Uma combinacdo linear de vetores Vi,..., Vi, é simplesmente uma soma de
multiplos escalares de V, ..., Vi.

Defini¢ao 3.4. Um vetor V € R" é uma combinacio linear dos vetores Vi, ...,V € R", se existem escalares
X1,...,Xx que satisfazem a equacdo
x Vi+xoWo+.. .+ V=V (3.19)

ou seja, se a equacao vetorial (3.19) possui solugdo. Neste caso, dizemos também que V pode ser escrito como
uma combinacdo linear de V, ..., V;.

Se k = 1, entdo a equagdo (3.19) se reduz a x;V; = V, ou seja, V é uma combinacdo
linear de V; se, e somente se, V' é um mdltiplo escalar de V.
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Exemplo 3.16. Sejam V; = (1,0,0) e V, = (1,1,0), vetores de R3. O vetor
V = (2,3,2) ndo é uma combinagdo linear de V; e V,, pois a equacdo

xVi+xVh, =1V, (3.20)
que pode ser escrita como
x1(1,0,0) + x2(1,1,0) = (2,3,2),

ou ainda,
(x1 4+ x2,x2,0) = (2,3,2),

é equivalente ao sistema

X1 + x = 2
Xy = 3
0 = 2

que ndo possui solugio.

Exemplo 3.17. O vetor V = (2,3,0) é uma combinagao linear de V; = (1,0,0) e
V2 = (1,1,0), pois a equagdo
Vi +xaVs =V (3.21)
ou
21(1,0,0) + x2(1,1,0) = (2,3,0)
ou ainda,
(x1 +2x2,x2,0) = (2,3,0),

é equivalente ao sistema

x1 + xp = 2
Xy = 3
0 =0

que possui solugdo.
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Exemplo 3.18. O vetor nulo 0 é sempre combinagdo linear de quaisquer vetores
Vl,. . .,Vk e R", pOiS
0=0V1+...+ 0V,

Exemplo 3.19. Todo vetor V = (a,b,c) do R? é uma combinacio linear de

i=(1,0,0), 7=(0,1,0) e k= (0,0,1).

Pois,
(a,b,c) =a(1,0,0) +b(0,1,0) +¢(0,0,1) = ai + bj + ck.
Para verificarmos se um vetor B é combinacdo linear de um conjunto de vetores
{A1,..., An}, escrevemos a equagdo vetorial
XA+ xA +...+x,A, =B, (3.22)
e verificamos se ela tem solugdo. Se Ay, ..., A, sdo vetores do R™, a equagdo (3.22),
pode ser escrita como
a1 a1n
x| | Fetx | | =
Am1 Amn b
que é equivalente ao sistema linear
AX =B,
em que as colunas de A sdo os vetores A; escritos como matrizes colunas, ou seja,
X1
A=[A1... A e X=
Xn
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Isto prova o seguinte resultado.

Proposicao 3.8. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m x 1. O vetor B é combinagio linear das colunas de A
se, e somente se, o sistema AX = B tem solucio.

3.3.2 Independéncia Linear

Definicdo 3.5. Dizemos que um conjunto S = {Vj,...,V;} de vetores do R" é linearmente independente
(L.I.) se a equagdo vetorial )
xtVi+xVo+ ...+ x5V, =0 (3.23)

s6 possui a solucdo trivial, ou seja, se a tnica forma de escrever o vetor nulo como combinacédo linear dos
vetores Vi, ..., Vi é aquela em que todos os escalares sdo iguais a zero. Caso contrério, isto €, se (3.23) possui
solucdo ndo trivial, dizemos que o conjunto S é linearmente dependente (L.D.).

Exemplo 3.20. Um conjunto finito de vetores do R" que contém o vetor nulo é L.D.,
pois se {V1,...,Vi} é tal que V; = 0, para algum j, entdo

OVi+...+0Vj_g +1V; +0Vj g +...+ 0V = 0.
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Exemplo 3.21. Um conjunto formado por um tnico vetor do R”, {V;}, ndo nulo é
L.L, pois x1V; = 0 é equivalente a x; = 0 ou V; = 0. Mas, V; # 0; portanto x; = 0.

Exemplo 3.22. Se {Vj,...,Vi} é um conjunto de vetores L.D., entdo qualquer con-
junto finito de vetores que contenha Vj, ..., V} é também L.D., pois a equagdo

Vit Vi +0Wi+...+0W,, =0

admite solugdo néo trivial.

Exemplo 3.23. Um conjunto formado por dois vetores do R", {V;,V,} é LD. se, e
somente se, a equagdo x1V; + x,V, = 0 possui solugdo ndo trivial. Mas se isto acon-
tece, entdo um dos escalares x1 ou xp pode ser diferente de zero. Se x; # 0, entdo
Vi = (—xp/x1)Va ese xp # 0, entdo Vo = (—x1/x2) V3. Ou seja, se {V4,V,} é LD,
entdo um dos vetores é multiplo escalar do outro.

Reciprocamente, se um vetor é multiplo escalar do outro, digamos se V; = aVj,
entdo 1 V] — aV, = 0 e assim eles sdo L.D. Portanto, podemos dizer que dois vetores
sdo L.D. se, e somente se, um é um multiplo escalar do outro.

Por exemplo, o conjunto S = {V3, Vo}, em que V; = (1,0,1) e V, = (0,1,1), é LL,
pois um vetor ndo é multiplo escalar do outro.

Exemplo 3.24. Um conjunto formado por trés vetores de R", {V;,V,, V3} é L.D. se,
e somente se, a equagdo x1 Vi + x V5 + x3V3 = 0 possui solucdo ndo trivial. Mas se
isto acontece, entdo um dos escalares x; ou x; ou x3 pode ser diferente de zero. Se
x1 # 0, entdo Vi = (—x2/x1)Va + (—x3/x1)V3, ou seja, o vetor V3 é combinagdo
linear de V; e V3. De forma semelhante, se x, # 0, entdo V, é combinagdo linear de
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Vi e V3 ese xs # 0, entdo V3 é combinagdo linear de V; e V,. Assim, se trés vetores
V1, Vo e V3 do R" sdo L.D., entdo um deles é uma combinacdo linear dos outros dois,
ou seja, em deles é uma soma de multiplos escalares dos outros dois. No R3 temos
que se trés vetores ndo nulos sdo L.D., entdo ou os trés sdo paralelos (Figura 3.40), ou
dois deles sdo paralelos (Figura 3.41) ou os trés sdo coplanares, isto €, sdo paralelos
a um mesmo plano (Figura 3.42).

Reciprocamente, se um vetor é uma combinacao linear dos outros dois, digamos se
Vi = aV, + BV3, entdo 1 V) — aV, — BV3 = 0 e assim eles sdo L.D. Portanto, pode-
mos dizer que trés vetores sdo L.D. se, e somente se, um deles é uma combinacdo
linear dos outros dois. No R3, se trés vetores sdo L.I,, entdo eles nio sio coplanares
(Figura 3.43).

Exemplo 3.25. Vamos mostrar que os vetores

Ey = (1,0,...,0), E, = (0,1,0,...,0), ..., E, =

—~

0,...,0,1)

sdo L.I. em particular os vetores i = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0,1) sdo L.I. A
equagdo
x1E1 + ...+ x,E, =0

pode ser escrita como
x1(1,0,...,0) + ...+ x,(0,...,0,1) = (0,...,0).
Logo, (x1,...,xx) = (0,...,0), que é equivalente ao sistema

x1=0, ..., x,=0.
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Para descobrir se um conjunto de vetores {A1,..., A, } é LI precisamos saber se a
equagcdo vetorial )
X1 A +xA + ..+ x, Ay =0 (3.24)

tem somente a solugdo trivial. Se Aj,..., A, sdo vetores do R", a equacdo (3.24),
pode ser escrita como

a1 a1y 0
X1 : +...+xy : = :
Am1 Amn 0

que é equivalente ao sistema linear homogéneo AX = 0, em que as colunas de A sdo
0s vetores A; escritos como matrizes colunas, ou seja,

X1

Isto prova o seguinte resultado.

Proposicao 3.9. Seja A uma matriz m X n.
(a) As colunas de A sio linearmente independentes se, e somente se, o sistema AX = 0 tem somente a solugdo trivial.

(b) Se m = n, entdo as colunas de A sdo linearmente independentes se, e somente se,

det(A) #£0.
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Trés ou mais vetores no R?, assim como quatro ou mais vetores no R® e mais de
n vetores no R” sdo sempre L.D. Pois, nestes casos, o problema de verificar se eles
sdo ou ndo L.I. leva a um sistema linear homogéneo com mais incégnitas do que
equagdes, que pelo Teorema 1.6 na pédgina 48 tem sempre solugdo néo trivial.

Corolario 3.10. Em R" um conjunto com mais de n vetores é L.D.

Exemplo 3.26. Considere os vetores X; = (1,0,1), X = (0,1,1) e X3 = (1,1,1) de
IR3. Para sabermos se eles sdo L.I. ou L.D. escrevemos a equagio

X1X1 + szz + X3X3 =0.

Esta equacgdo vetorial é equivalente ao sistema linear AX = 0, em que

10 1
A=[X1XX3]=]0 1 1
111

Escalonando a matriz [ A | 0] podemos obter a sua forma escalonada reduzida

1000
[Rp]=|0 1 0}0
00 10

Concluimos, entdo que o sistema A X = 0 possui somente a solugdo trivial
X1 = Xp = X3 = 0.

Portanto os vetores Xj, X, e X3 sdo L.I.
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Exemplo 3.27. Sejam V| = (1,2,5), Vo = (7,—1,5) e V3 = (1, —1, —1) vetores do R3.
Para sabermos se eles sdo L.I. ou L.D. escrevemos a equacao

x1 Vi +x Vo + x3V3 = 0. (3.25)

Esta equacgdo vetorial é equivalente ao sistema linear AX = 0, em que

1 7 1
A=[ViVhV]=1]2 -1 -1
5 5 -1

A matriz [ A| 0] é equivalente por linhas & matriz escalonada reduzida

1 0 —2/5}0
[R[O]=]0 1 1/5:0 |. (3.26)
0 0 0:0

Assim a varidvel x3 pode ser uma variavel livre que pode, portanto, assumir qual-
quer valor. Concluimos que o sistema AX = 0 e a equacdo vetorial (3.25) tém
solucédo nao trivial. Portanto, Vi, V; e V3 sdo L.D.

A expressdo “linearmente dependente” sugere que os vetores dependem uns dos
outros em algum sentido. O teorema seguinte mostra que este realmente é o caso.

Teorema 3.11. Um conjunto S ={V3,...,Vi} (k > 1) de vetores de R" ¢ linearmente dependente (L.D.) se, e somente
se, pelo menos um dos vetores, Vj, for combinagdo linear dos outros vetores de S.

Demonstracido. Vamos dividir a demonstracdo em duas partes:
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(a) Se V; é uma combinagéo linear dos demais vetores do conjunto S, isto €, se
existem escalares a7, . . 1, 0, R tais que

o Vi+...+ 0(]'_1Vj_1 + 06j+1V]'+1 + .o F Ve = V]',
entdo somando-se —Vj a ambos os membros ficamos com
o Vi + Dé]‘,lvj‘,l — V] + Déj+1Vj+1 +... .+ oV, =0. (3.27)

Isto implica que a equacdo x1 Vi + ...+ xV; = 0 admite solugdo ndo trivial,
pois o coeficiente de V; em (3.27) é —1. Portanto, S é L.D.

(b) Se S é L.D,, entdo a equagao
xVi+xVo+ ...+ x5V =0 (3.28)

admite solucdo ndo trivial, o que significa que pelo menos um x; ¢ diferente
de zero. Entdo, multiplicando-se a equagdo (3.28) por 1/x; e subtraindo-se

(%)Vl +...+ (%)Vk obtemos

Xi_ X
V= — (’“) Vi <’1> Vg — (’“) Vi —...— (’”‘) Vi.
Xj Xj Xj Xj

Portanto, um vetor V; € combinagdo linear dos outros vetores de S. |

Observacdo. Na demonstragdo da segunda parte, vemos que o vetor, cujo escalar na combinagdo linear, puder
ser diferente de zero, pode ser escrito como combinacao linear dos outros.
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Exemplo 3.28. Sejam V| = (1,2,5), Vo = (7,—1,5) e V3 = (1,—1, —1) vetores do R3.
Vamos escrever um dos vetores como combinacao linear dos outros dois. Vimos no
Exemplo 3.27 que estes vetores sdo L.D. De (3.26) segue-se que

Vi +xVo +x3V3 =0

se, e somente se, x; = (2/5)a, x = —(1/5)a e x3 = a, para todo « € R.
Substituindo-se os valores de x1, x; e X3 na equagdo acima, ficamos com

(2/5)06V1 — (1/5)0&V2 +aVy = 0
Tomando-se & = 1, obtemos
(2/5)Vi —(1/5)Va+ V3 =0

multiplicando-se por —5 e somando-se 2V} 4 5V3, temos que V, = 2V; + 5V3. Ob-
serve que, neste exemplo, qualquer dos vetores pode ser escrito como combinacado
linear dos outros. O préximo exemplo mostra que isto nem sempre acontece.

Exemplo 3.29. Sejam V; = (-2,-2,2), V, = (-3,3/2,0) e V3 = (-2,1,0).
{V1, V5, V3} é L.D., mas V; ndo é combinacdo linear de V; e V3 (Figura 3.41 na pagina
226).
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 510)
3.3.1. Quais dos seguintes vetores sdo combinagdo linear de
X1=0(42-3),X2=(21-2) e Xz=(-2,-1,0)?
(a) (1/1/1)/ (C) (_21_1/ 1)/
3.3.2. Quais dos seguintes conjuntos de vetores sdo linearmente dependentes?
(a) {(1,1,2),(1,0,0),(4,6,12)}; (© {(1,1,1),(2,3,1),(3,1,2) };
(b) {(1,-2,3),(—2,4,—6)}; (d) {(4,2,-1),(6,5,-5),(2,—1,3)}.
3.3.3. Para quais valores de A o conjunto de vetores {(3,1,0), (A2 +2,2,0)} é L.D.?

3.3.4.

3.3.5.

Suponha que {Vj,V,, V3} é um conjunto linearmente independente de vetores de R". Responda se
{Wy, Wy, W3} é linearmente dependente ou independente nos seguintes casos:

(a) Wi=Vi4+ W W, =Vi+VzeWs=V,+ V3
b) Wi =V, Wo =V;+Vz3eW; =V, + V) + V.

Exercicio usando o MATLAB®

(a) Defina os vetores V1=[1;2;3], V2=[3;4;5] e V3=[5;6;7]. Defina o vetor aleatdrio V=randi(3,1).
Verifique se V é combinagéo linear de V1, V2 e V3.

(b) Defina a matriz aleatéria M=randi(3,5). Verifique se os vetores definidos pelas colunas de M sdao
combinacao linear de V1, V2 e V3. Tente explicar o resultado.

(c) Verifique se V1, V2 e V3 sdo linearmente independentes. Se eles forem linearmente dependentes,
escreva um deles como combinagdo linear dos outros e verifique o resultado.

Exercicios Teodricos
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3.3.6. Suponha que {X3, Xy, ..., X;}, com k < n, é um conjunto de vetores do R" linearmente independente.
Mostre que se A é uma matriz n x n ndo singular, entdao {AX;, AXy,..., AXy} também é um conjunto
linearmente independente.

3.3.7. Se os vetores ndo nulos U, V e W sdo L.D., entdo W é uma combinacgéo linear de U e V?
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*(v,y,2)

Figura 3.32: Ponto (x,y,z) € R?

vy = (1,0,0)

V=10

Figura 3.34: O vetor V ndo é combinagdo linear
deVieV,

z
A
. O :
A//// - T
X y

Figura 3.33: Vetor (x,y,z) € R3

”V;a&m

Figura 3.35: O vetor V é combinagdo linear de
V]GV@
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-

Figura 3.36: Vetores i, fe k

z

V2

1%

Figura 3.38: Dois vetores linearmente depen-
dentes

Figura 3.37: V = (a,b,c) = ai + bj + ck

z

Vi

]

Figura 3.39: Dois vetores linearmente indepen-
dentes
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V2
V3
Vi
X y
Figura 3.40: Trés vetores linearmente depen- Figura 3.41: Trés vetores linearmente depen-
dentes (paralelos) dentes (dois paralelos)

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



3.3  Os Espacos R" 227

Figura 3.42: Trés vetores linearmente depen- Figura 3.43: Trés vetores linearmente indepen-
dentes (coplanares) dentes
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Capitulo 4

Subespacos

4.1 Base e Dimensio

Sejam A uma matriz m x n e W C R" o conjunto solucdo do sistema linear ho-
mogéneo AX = 0. Ja vimos na Proposi¢ao 1.7 na pagina 48 que o conjunto W satisfaz
as seguintes propriedades:

(a) Se X e Y pertencem a W, entdo X + Y também pertence a W.

(b) Se X pertence a W, entdo aX também pertence a W para todo escalar a.
Revise como foi feita a demonstracgdo dos itens (a) e (b) acima na Proposi¢ao 1.7 na

pagina 48. Assim, se X e Y sdo solugdes de um sistema homogéneo, entdo X +Y e a X
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também o sdo. Portanto, combinacdes lineares de solucdes de AX = 0 sdo também
solucdes de AX = 0.

O conjunto solugdo de um sistema homogéneo AX = 0 é chamado de espago
solucdo do sistema homogéneo AX = 0. Ele se comporta como se fosse um espaco,
no sentido de que fazendo soma de vetores do conjunto ou multiplicando vetores do
conjunto por escalar ndo saimos dele.

Um subconjunto ndo vazio de R" que satisfaz as propriedades (a) e (b) acima é cha-
mado de subespaco de R”. Com rela¢do as operac¢des de soma e multiplicagdo por
escalar podemos “viver” nele sem termos que sair. Assim o espago solugdo do sis-
tema homogéneo AX = 0 é um subespago de R". Vale também a reciproca, todo
subespaco é o espago solugdo de um sistema homogéneo (Exercicio 4.1.18 na pédgina
243).

Exemplo 4.1. Os exemplos mais triviais de subespagos de R" sao o subespaco for-
mado somente pelo vetor nulo, W = {0} e W = R". Mas cuidado, o R? nao é
subespaco de R?, pois o R? (conjunto de pares de ntimeros reais) ndo é um subcon-
junto do R3 (conjunto de ternos de nimeros reais). O plano

W = {(x,y,2z) € R3 | z =0}

é um subespaco de R3 mas ele ndo é o R,

Exemplo 4.2. Considere o sistema linear

ax + by + cz = 0
mx + by + oz = 0
asx + b3y + ¢z = 0

Cada equagdo deste sistema é representada por um plano que passa pela origem. O
conjunto solugdo é um subespaco de R3 e é a intersecdao dos planos definidos pelas
equagdes, podendo ser:
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(a) Somente um ponto que é a origem.
(b) Uma reta que passa pela origem.

(c) Um plano que passa pela origem.

Vamos escrever toda solugdo do sistema linear homogéneo AX = 0 como uma combinagdo linear de um
numero finito de vetores Vi, ..., Vi que sdo também solucdo do sistema.

Exemplo 4.3. Considere o sistema linear homogéneo AX = 0, em que

1 1 0 0 1
A=| -2 =2 1 -1 -1
1 1 -1 1 0

Escalonando a matriz aumentada do sistema acima, obtemos a matriz escalonada
reduzida ‘

1 10 0 1:0

001 -1 1:0
000 00:0

E assim a solugdo geral do sistema pode ser escrita como
X =—a—7 X2=7 x3=—a+p, x4 =pxs=u

para todos os valores de «, B,y € R, ou seja, o conjunto solugdo do sistema AX = 0
é

W = {(x1,x2,x3,%x4,%5) = (—ax — 7,7, —a+B,B,a) | a,B,v €R}.

Agora, um elemento qualquer de W pode ser escrito como uma combinagéo linear
de vetores de W:

(_‘X - ’Y/’)// —X + ﬁ/ﬁ/ D‘) (_D‘IOI _lxlollx) + (0/0/ ,B/ ﬁ/o) + <_’)// ’)// 0/ 0/ 0)

= «(-1,0,—-1,0,1) +B(0,0,1,1,0) +v(—1,1,0,0,0)
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Assim, todo vetor de W pode ser escrito como combinagéo linear dos vetores

Vi =(-1,0,-1,0,1), V, = (0,0,1,1,0) e V3 = (—1,1,0,0,0) pertencentes a W (V;
é obtido fazendo-sex = 1ef = v =0, V, fazendoseax = vy =0ef =1e V3
fazendo-sea = =0ey =1).

Neste caso dizemos que V; = (—1,0,—1,0,1), V, = (0,0,1,1,0) e V3 = (—1,1,0,0,0)
geram o subespaco W. Em geral temos a seguinte definicao.

Definicao 4.1. Seja W um subespaco de R" (por exemplo, o espago solucdo de um sistema linear homogéneo
AX = 0). Dizemos que os vetores Vj,. .., V} pertencentes a W, geram W ou que {V,..., Vi} é um conjunto
de geradores de W, se qualquer vetor de W é combinacéo linear de V3, ..., V. Dizemos também que W é o
subespaco gerado por Vy, ..., Vj.

Uma questdo importante é encontrar o maior niimero possivel de vetores linear-
mente independentes em um subespago. O resultado a seguir responde a esta
questdo.

Teorema 4.1. Seja W subespago de R" (por exemplo, o espago solugdo de um sistema linear homogéneo AX = 0). Seja
{V1, ..., Viu} um conjunto de vetores de W

(a) linearmente independente (L.1.),
(b) que gera W (ou seja, todo vetor X de W é combinagdo linear de V1, . .., V).

Entdo, um conjunto com mais de m vetores em W ¢é linearmente dependente (L.D.).
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Demonstracio. Seja {Wy,..., Wy} um subconjunto de W, com p > m. Vamos
mostrar que {Wy,...,W,} é L.D. Vamos considerar a combinagdo linear nula de
Wi, ..., Wy

x1Wq +XQW2+...+XPWP =0. 4.1)

Como qualquer elemento de W pode ser escrito como combinagdo linear de
Vi,..., Vi, em particular,

m
W] = bljvl —|—b2]'V2+...+bm]'Vm = ;b”Vl, paraj =1,...,p. (4.2)

1

Assim, substituindo (4.2) em (4.1) e agrupando os termos que contém V;,
parai=1,...,m, obtemos

(b11x1 +...+ b1pxp)V1 +...+ (bm1x1 +...+ bmpxp)Vm =0. (4.3)

Como {V1,. .., Vm} é L.I, entdo os escalares na equagdo (4.3) sdo iguais a zero. Isto
leva ao sistema linear
BX =0,

em que B = (bi]-)mxp. Mas, este é um sistema homogéneo que tem mais incégnitas
do que equagdes, portanto possui solucdo ndo trivial, (Teorema 1.6 na pégina 48),
como queriamos provar. |

O resultado anterior mostra que se podemos escrever todo elemento do subespago
W como uma combinacao linear de vetores V7, ..., V;; LI pertencentes a W, entdo

m é o maior niimero possivel de vetores L.I. em W.

No Exemplo 4.3 os vetores

V1 =(-10,-1,0,1),V, =(0,0,1,1,0) e V3 = (—1,1,0,0,0) geram W.

Introducao a Algebra Linear
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Além disso de

«(-1,0,—-1,0,1) + (0,0,1,1,0) +v(—1,1,0,0,0) = (—a — y,v, —a + B, B, )

segue-se que Vi, V; e V3 sdo L.L (por que?)

Assim pelo Teorema 4.1 ndo podemos obter um ntimero maior de vetores em W L.I
Neste caso dizemos que {V;, V,, V3} é uma base de W. Em geral temos a seguinte

definigdo.

Definicdo 4.2. Seja W um subespaco de R" (por exemplo, o espaco solugdo de um sistema linear homogéneo

AX = 0). Dizemos que um subconjunto {Vj, ..., Vy} de W é uma base de W, se

(@) {V4,...,Vx} é um conjunto de geradores de W (ou seja, todo vetor de W é combinagdo linear de

V1,...,Vk)e
®) {Vq,...,Vi} éLL

Exemplo 4.4. Os vetores E; = (1,0,...,0),E, = (0,1,0,...,0),...,E, =(0,...,0,1)
formam uma base do R". Pois, um vetor qualquer do R" é da forma V = (ay,...,a,)
e pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um vetor para cada parametro
e cada vetor dependendo apenas de um parametro, obtendo

V=(a,...,an) = (m,0,...,0)+(0,a2,0,...,0)+...4(0,...,0,a,)
a1(1,0,...,0) +4a2(0,1,0,...,0) + ...+ a,(0,...,0,1).
Assim, os vetores E; = (1,0,...,0),E; = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1) geram
o R". Vimos no Exemplo 3.25 na pagina 216 que Ey, Ey, ... E;, sdo L.I. Esses vetores
formam a chamada base canénica de R”. No caso doR?, E; = i Er, = fe Ez = k.
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Exemplo 4.5. Seja W = {(x,y,z) = t(a,b,c) | t € R} uma reta que passa pela
origem. Como o vetor diretor V = (a, b, c) é ndo nulo e gera a reta, entdo {V} é uma
base de W.

Exemplo 4.6. Seja W = {(x,y,z) € R® | ax + by + cz = 0} um plano que passa pela
origem. Vamos supor que a # 0. Um ponto (x, y, z) satisfaz a equacao

ax +by+cz=0

se, e somente se,

z=a,y=px= —%(czx—kbﬁ), para todos o, B € R.

. . c b
Assim, o plano W pode ser descrito como W = {(—aoc - Eﬁ' Ba) | o, € R}
Assim, todo vetor de W pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um para

cada parametro, obtendo

(~Sa—2p.p,0) = (- 0,0) + (2B, 8,0) = a(~£,0,1) + (~2,1,0).

Assim, todo vetor de W pode ser escrito como uma combinagéo linear dos vetores
Vi =(=501)eV, = (—g, 1,0) pertencentes a W (V; é obtido fazendo-sea = 1le
B =0eV,, fazendo-sea = 0e = 1). Portanto, V; = (—£,0,1) e V, = (—2,1,0) ge-
ram o plano W. Como V;j e V;, sdo L.I, pois um ndo é multiplo escalar do outro, entdo
{V1, V2 } é uma base do plano W. Deixamos como exercicio para o leitor encontrar
uma base de W para o caso em que b # 0 e também para o caso em que ¢ # 0.

Segue do Teorema 4.1 na pagina 231 que se W # {0} é um subespaco, entdo qualquer
base de W tem o mesmo niimero de elementos e este é o maior ntimero de vetores
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L.I. que podemos ter em W. O ntiimero de elementos de qualquer uma das bases de
W é chamado de dimensdo de W. Se W = {0} dizemos que W tem dimensao igual
al.

Exemplo 4.7. A dimensdo do R" é n, pois como foi mostrado no Exemplo 4.4 na
pagina 233, E; = (1,0,...,0), E; = (0,1,0,...,0), ..., E, = (0,...,0,1) formam
uma base do R".

Exemplo 4.8. Pelo Exemplo 4.5 na pagina 234 uma reta que passa pela origem tem
dimensdo 1 e pelo Exemplo 4.6 na pagina 234 um plano que passa pela origem tem
dimenséo 2.

Vamos mostrar a seguir que se a dimensdo de um subespago W é m > 0, entdo basta
conseguirmos m vetores L.I. em W, que teremos uma base.

Teorema 4.2. Seja W um subespaco de dimensido m > 0. Se m vetores, V1,...,V, € W, sdo L.I., entdo eles geram o
subespaco W e portanto formam uma base de W.

Demonstracdo. Sejam Vi,...,Vy, vetores LI e seja V um vetor qualquer do
subespago W. Vamos mostrar que V é combinacdo linear de Vj, ..., V};. Considere a
equagdo vetorial

1V +x2V2+...+mem+xm+1V:(_) (4.4)
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Pelo Teorema 4.1 na pagina 231, Vy, ..., Vy;, V sdo L.D., pois sdo m + 1 vetores em um
subespaco de dimensao m. Entdo a equacdo (4.4) admite solugdo ndo trivial, ou seja,
pelo menos um x; # 0. Mas, x,,.1 # 0, pois caso contrdrio, Vi, ..., V;, seriam L.D.

e subtraindo-se

Entdo, multiplicando-se a equacao (4.4) por
Xm41

Xm
i+ w+...+ Vi,
Xm+1 Xm+1 Xm+1

v:( *1 )vl...( o )Vm.
Xm+1 Xm41

Dos resultados anteriores, vemos que se a dimensdo de um subespago, W, é m > 0,
entdo basta conseguirmos m vetores L.I. em W, que teremos uma base (Teorema 4.2)
e ndo podemos conseguir mais do que m vetores L.I. (Teorema 4.1 na pagina 231).

X1 X2

obtemos

Exemplo 4.9. Do Teorema 4.2 segue-se que n vetores L.I. do R" formam uma base
de R". Por exemplo, 3 vetores L.I. do R3 formam uma base de R3.

Exemplo 4.10. Sejam W o plano x +y +z = 0e V o plano 4x — 2y +z = 0.

Podemos encontrar as equagdes paramétricas da reta V N W, intersecdo dos planos
determinando a solugdo geral do sistema (4.5)

W: x4+y+z =0,

V: 4x-2y+z =0. (45)

Para isto devemos escalonar a matriz do sistema (4.5):
1 1 10
4 -2 1,0
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Precisamos “zerar” o outro elemento da 1? coluna, que é a coluna do pivo, para isto,
adicionamos a 22 linha, —4 vezes a 12 linha.

—4%12 linha + 22 linha — 22 linha

1 1 1i0

0 -6 —-3:0
Agora, jd podemos obter facilmente a solugdo geral do sistema dado, ja que ele é
equivalente ao sistema

x + y + z =0
-6y — 3z = 0

A variadvel z é uma variavel livre. Podemos dar a ela um valor arbitrario, digamos f,
para t € R qualquer. Assim, a solugdo geral do sistema (4.5) é

x = —%t
y = —5t paratodoteR.
z = t

A reta que é a intersec¢do, VN'W, tem equacdo (x,y,z) = t(—1/2,—1/2,1), para todo
t € R (revise o Exemplo 3.15 na pagina 196). Portanto, o vetor V = (—1/2,-1/2,1)
gera a intersecdo V N'W. Como um vetor ndo nulo é L.I. o conjunto

{(V=(-1/2,-1/2,1)}

é uma base do subespago que ¢ a reta intersegdo de V com W.

Observacao. Como no exemplo anterior, em geral, o espago solu¢do de um sistema linear homogéneo pode
ser visto como uma intersecdo de subespacos que sdo as solugdes de sistemas formados por subconjuntos de
equagdes do sistema inicial.

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



238

Subespacos

Exemplo 4.11. Considere o subespaco W = {(a+c¢,b+c,a+b+2c) | a,b,c € R}
de R3. Vamos encontrar um conjunto de geradores e uma base para W.

Qualquer elemento V de W pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um
vetor para cada pardmetro e cada vetor dependendo apenas de um parametro, ob-
tendo

V=(a+cbt+catb+2c) = (a0a)+(0,b0b)+ (cc2c)
= a(1,0,1) +b(0,1,1) +¢(1,1,2).

Logo, definindo V; = (1,0,1), V, = (0,1,1) e V3 = (1,1,2), temos que {V3, V,, V3}
gera W. Para sabermos se {V;, V5, V3} é base de W, precisamos verificar se Vi, V; e
V3 sdo L.I. Para isto temos que saber se a equagdo vetorial

xVi+yVo+2zV3=0 (4.6)
ou equivalentemente,

AX=0, emque A=[VV, V3]

sO possui a solugdo trivial. Escalonando a matriz A, obtemos
1 01
R=]011
0 00

Logo 4.6 tem solugdo ndo trivial. Assim os vetores Vj, V2 e V3 sdo L.D. A solugdo de
(4.6) é dada por x = —a,y = —a e z = a, para todo « € R. Substituindo-se esta
solucdo em (4.6) obtemos

—aVy —aVo +aV3 =0

Tomando-se « = 1 obtemos V3 = V, 4+ V}. Assim o vetor V3 pode ser descartado na
geragdo de W, pois ele é combinacao linear dos outros dois. Logo, apenas V; e V, sdo
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suficientes para gerar W. Como além disso, os vetores V; e V, sdo tais que um ndo
é multiplo escalar do outro, entdo eles sdo L.I. e portanto {V;, V,} é uma base de W.
Observe que a mesma relagdo que vale entre as colunas de R vale entre as colunas
de A (por que?).

Exemplo 4.12. Considere os vetores V; = (—1,1,0,—3) e Vo, = (-3,3,2,—1) linear-
mente independentes de R*. Vamos encontrar vetores V3 e V tais que {V1,V,, V3, V4 }
formam uma base de R*. Escalonando a matriz cujas linhas sdo os vetores V; e V,,

| -1 1 0 -3 1—103}

A_—332—1’ 0 01 4

obtemos R = [

Vamos inserir linhas que sdo vetores da base candnica na matriz R até conseguir
uma matriz 4 x 4 triangular superior com os elementos da diagonal diferentes de

zero. Neste caso acrescentando as linhas V3 = [0100]eV,; =[0001 | em
posicoes adequadas obtemos a matriz
1 -1 0 3
= 0 1 00
R= 0 01 4
0 0 01

Vamos verificar que Vi, V;, V3 e V4 sdo L.I.
x1Vi+0Vo+x3Va+ x4V, =0
é equivalente ao sistema linear
CX=0, emqueC=[V1V,V3V,].

Mas como det(R) # 0, entdo det(C) # 0, pelo Teorema 2.13 na péagina 110, pois
R pode ser obtida de C! aplicando-se operacdes elementares. Logo { Vi, V, V3, V4 }
é L.I. Como a dimensao do R* é igual a 4, entdo pelo Teorema 4.2 na péagina 235,
{Vi,V, V3, V,} é uma base de R*.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 515)

4.1.1. Encontre um conjunto de geradores para o espaco solugdo do sistema homogéneo AX = 0, em que

1010 11 2 -1
(@A=|1 2 3 1/|,; (b) A= 2 3 6 -2
21 31 -2 1 2 2

4.1.2. Encontre os valores de A tais que o sistema homogéneo (A — AI,)X = 0 tem solugéo ndo trivial e para
estes valores de A, encontre uma base para o espago solucdo, para as matrizes A dadas:

[0 0 1 -1 2 20
(@@ A=1|1 0 -3 |; -1 210
01 3 (d) A= -1 120
[2 2 3 4 | 0 0 0 1
0232 [2 3 0]
) A= 001 1} (e A=10 1 0 |;
0 0 01 | 0 0 2|
11 -2 (2 3 0]
(0 A=| -1 2 1 |; ) A=|0 2 0 |;
01 -1 | 0 0 2 |
4.1.3. Determine uma base para a reta intersecdo dos planos x — 7y +5z =0e3x —y +z = 0.

4.14. Sejam V; = (4,2,-3), Vb, =(2,1,-2) e V3 = (—2,—-1,0).
(a) Mostre que V1, V, e Va3 sdo L.D.
(b) Mostre que V; e V, sdo L.L

(c¢) Qual a dimensao do subespaco gerado por V;, V; e V3, ou seja, do conjunto das combinagdes lineares
de Vl ’ V2 e V3.

(d) Descreva geometricamente o subespaco gerado por Vi, V, e V3

4.1.5. Dados V; = (2,1,3) e V, = (2,6,4):
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(a) Os vetores V; e V, geram o R3? Justifique.

(b) Seja V3 um terceiro vetor do R®. Quais as condicdes sobre V3, para que { V1, V5, V3} seja uma base de
R3?

(c) Encontre um vetor V3 que complete junto com V; e V, uma base do R3.
4.1.6. Seja W o plano x + 2y + 4z = 0. Obtenha uma base {V}, V;, V3} de R3 tal que V; e V, pertencam a W.
4.1.7. Considere os seguintes subespacos de R3:
V=1[(-123),(1,34)] e W=][(1,2,-1),(0,1,1)].
Encontre as equagdes paramétricas da reta V. N'W e uma base para o subespago VN'W. A notagdo [V;, V3]
significa o subespago gerado por V; e V,, ou seja, o conjunto de todas as combinagdes lineares de V; e V5.
4.1.8. Seja V = {(3a +4b — 4c,2a — 4b — 6¢c, —2a — 4b +2c) | a,b,c € R} um subespaco de R>.
(a) Determine um conjunto de geradores para V.
(b) Determine uma base para V.
4.1.9. Dados V; = (—3,5,2,1) e V5 = (1,-2,—1,2):
(a) Os vetores V; e V, geram o R#*? Justifique.

(b) Sejam V3 e Vy vetores do R*. Quais as condicdes sobre V3 e V, para que {V;, V5, V3, V4 } seja uma
base de R*?

(c) Encontre vetores V3 e V4 que complete junto com V; e V, uma base do R*.
4.1.10. Dé exemplo de:

(a) Trésvetores: Vi,V e V3, sendo {V1} LI, {V;, V3} LI, V, e V3 ndo sao multiplos de V; e {V4, V3, V3}
L.D.

(b) Quatro vetores: Vi, V5, V3 e Vy, sendo {Vy, Vo} L1, {V3, V4 } L1, V3 e V4 ndo sdo combinacdo linear
de V1 e Vz e {Vl, Vz, V3, V4} L.D.
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4.1.11.

4.1.12.

4.1.13.
4.1.14.

4.1.15.

Exercicio usando o MATLAB®

Defina a matriz aleatéria A=triu(randi(4,4,3)). Encontre os valores de A tais que o sistema homogéneo
(A —AL)X = 0 tem solugdo ndo trivial e para estes valores de A, encontre uma base para o espago
solucéo.

Exercicios Teoricos

Seja A uma matriz m x n. Mostre que se o conjunto solugdo do sistema linear AX = B é um subespaco,
entdo B = 0, ou seja, o sistema linear é homogéneo. (Sugestdo: se X é solugdo de AX = B,entdoY = 0X
também o é.)

Determine uma base para o plano ax + by + ¢z = 0 no caso em que b # 0 e no caso em que ¢ # 0.

Sejam V e W vetores do R". Mostre que o conjunto dos vetores da forma aV + W é um subespago do
R".

Mostre que se uma reta em R? ou em R3 ndo passa pela origem, entdo ela ndo é um subespago. (Sugestao:
se ela fosse um subespago, entdo ...)
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4.1.16.

4.1.17.

4.1.18.

4.1.19.

4.1.20.

Sejam A uma matriz m x n e B uma matriz m x 1. Mostre que o conjunto dos vetores B para os quais o
sistema A X = B tem solucdo é um subespaco de R™. Ou seja, mostre que o conjunto

Z(A) ={B e R"|B= AX, paraalgum X € R"}
é um subespago de R".
Sejam Wy e W, dois subespacos.
(a) Mostre que W1 N W, é um subespago.
(b) Mostre que W1 U W; é um subespago se, e somente se, W; C W, ou W, C Wj.
(c) Definimos a soma dos subespagos W; e W, por
Wi+ W, ={V1+ Vo |V e WyeV, € W,}.
Mostre que Wy 4+ W, é um subespaco que contém W; e W.

Sejam W um subespaco de R" e {Wy,..., W} uma base de W. Defina a matriz B = [ Wy ... W, ]!, com
W1, ..., Wy escritos como matrizes colunas. Sejam W+ o espaco solugéo do sistema homogéneo BX = 0
e{Vy,...,V,} umabase de W-. Definaamatriz A = [ V; ...V, |}, com Vj, ..., V, escritos como matrizes
colunas. Mostre que W é o espaco solucdo do sistema homogéneo AX = 0, ou seja,

W = {X e R” | AX = 0}.

Sejam A uma matriz m x n e B uma matriz m x 1. Seja Xp uma solugdo (particular) do sistema linear
A X = B. Mostre que se {V4,..., Vi} é uma base para o espago solugdo do sistema homogéneo AX = 0,
entdo toda solugdo de A X = B pode ser escrita na forma

X=Xo+aVi+...+a, Vg,
em que aq, ..., &) sdo escalares. (Sugestdo: use o Exercicio 1.2.21 na pagina 66)

Mostre que a dimensdo do subespaco gerado pelas linhas de uma matriz escalonada reduzida é igual a
dimensao do subespago gerado pelas suas colunas.
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4.1.21. Mostre que a dimensdo do subespaco gerado pelas linhas de uma matriz é igual a dimensao do subespago
gerado pelas suas colunas. (Sugestdo: Considere a forma escalonada reduzida da matriz A e use o
exercicio anterior.)
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Apéndice III: Outros Resultados

Teorema 4.3. Um subconjunto {V1,Va,..., Vi } de um subespago W é uma base para W se, e somente se, todo vetor X

de W ¢ escrito de maneira tinica como combinagio linear de Vi, Vy, ..., V.

Demonstracdo. Em primeiro lugar, suponha que todo vetor X de W é escrito
de maneira dnica como combinagdo linear de Vj,..., V). Vamos mostrar que
{V1,V,...,Vy} é uma base de W. Como todo vetor é escrito como combinagdo
linear de V4, ..., V};, basta mostrarmos que Vi, ..., V}; sdo L.I. Considere a equagdo

x1V1+...+mem:D.

Como todo vetor é escrito de maneira tinica como combinacéo linear de V4, ..., V,
em particular temos que para X =0,

Vit +xuVy =0=0V]+...+ 0V,

o que implica que x; = 0,...,x;; = 0, ouseja, V4,..., V), sdo linearmente indepen-
dentes. Portanto, {V1, V5, ..., V;,} é base de W.

Suponha, agora, que {Vl, Vo,..., Vm} é base de W. Seja X um vetor qualquer de W.
Se

xVi+. o+ xuyVpy =X=y1Vi+...+yuVu,
entao .

Como Vj, ...,V formam uma base de W, entdo eles sdo L.I., o que implica que
X1 =Y1,...,Xm = Y. Portanto, todo vetor X de W é escrito de maneira tinica como
combinacéo linear de Vi, ..., Vj,. [ |
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Teorema 4.4. Se S = {V4, ..., Vi} é um conjunto de vetores que gera um subespago W, ou seja,
W=[S]=[V,.... &,

entdo existe um subconjunto de S que é base de W.

Demonstracdo. Se S é L.I., entdo S é uma base de W. Caso contrério, S é L.D.
e pelo Teorema 3.11 na pégina 219, um dos vetores de S é combinacdo linear dos
outros. Assim, o subconjunto de S obtido retirando-se este vetor continua gerando
W. Se esse subconjunto for L.I., temos uma base para W, caso contrario, continuamos
retirando vetores do subconjunto até obtermos um subconjunto L.I. e ai neste caso
temos uma base para W. n

Vamos mostrar que se a dimensdo de um subespago W é m, entdo m vetores que
geram o subespacgo, W, formam uma base (Corolario 4.5) e que ndo podemos ter
menos que m vetores gerando o subespago (Corolério 4.6).

Sdo simples as demonstra¢des dos seguintes coroldrios, as quais deixamos como
exercicio.

Corolario 4.5. Em um subespago, W, de dimensdo m > 0, m vetores que geram o subespaco, sio L.I. e portanto formam
uma base.
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Corolario 4.6. Em um subespago, W, de dimensio m > 0, um conjunto com menos de m vetores nio gera o subespago.

Teorema 4.7. Se R = {V4,..., Vi } é um conjunto de vetores L.I. em um subespago W de R", entdo o conjunto R pode
ser completado até formar uma base de W, ou seja, existe um conjunto S = {Vq,..., Vi, Vix1..., Vi } (R € S), que é
uma base de W.

Demonstragio. Se {V,...,Vi} gera W, entdo {Vj,..., V;} é uma base de W. Caso
contrario, seja Vi1 um vetor que pertence a W, mas ndo pertence ao subespaco ge-
rado por {V3, ..., Vi}. Entdo, o conjunto {V;, ..., V4, Vi41} € LI, pois caso contrario
x1V1 + ...+ 21 Vir1 = 0, implicaria que xx,1 # 0 (por que?) e assim, Vi se-
ria combinagdo linear de Vj,..., Vj, ou seja, Vi1 pertenceria ao subespago Wy. Se
{V1,..., Vky1} gera W, entdo {Vy,..., Vi1 } € uma base de W. Caso contrério, o
mesmo argumento é repetido para o subespaco gerado por {Vy,..., Vi, Vi 1}

Pelo Corolario 3.10 na pagina 218 este processo tem que parar, ou seja, existe
um inteiro positivo m < n tal que {Vy,..., Vg, Viyq,..., Vi) €é LI, mas
{V,..., Vi, ik, ..., Vi, V} é LD. para qualquer vetor V de W. O que implica
que V é combinagdo linear de {Vy,..., Vi, Viki1,..., Viu} (por que?). Portanto,
{1, -, Vi, Viker, - -+, Vi } é uma base de W. [ ]

Corolario 4.8. Todo subespago de R" diferente do subespaco trivial {0} tem uma base e a sua dimensio é menor ou igual
an.
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Os préximos resultados sdo aplicagdes as matrizes.

Proposicao 4.9. Sejam A e B matrizes m X n equivalentes por linhas. Sejam A1, ..., Ay, as colunas 1,
vamente, da matriz Ae By, ..., By as colunas 1,. .., n, respectivamente, da matriz B.

(a) le, e, B]-k sdo L.I. se, e somente se, Ah' e, A]-k também o sdo.

(b) Se existem escalares Njp,eens Xy tais que

Ap = wj Ay + -+ A

Jr
entio
Bi = aj B, + - +w; By,

(c) O subespaco gerado pelas linhas de A é igual ao subespaco gerado pelas linhas de B.

..., n, respecti-

Demonstracido. Se B é equivalente por linhas a A, entdo B pode ser obtida de A
aplicando-se uma seqiiéncia de operagdes elementares. Aplicar uma operagao ele-
mentar a uma matriz corresponde a multiplicar a matriz a esquerda por uma matriz
invertivel (Teorema 1.8 na pagina 54). Seja M o produto das matrizes invertiveis cor-
respondentes as operagdes elementares aplicadas na matriz A para se obter a matriz
B. Entdo M é invertivel e B = MA.

(a) Varflosssupor que le,. .y, Bjk sdo L.I. e vamos mostrar que Ajl’ e, A]-k também
0 sdo. Se

Xj Aj + -+ xj, Ay =0,

entdo multiplicando-se a esquerda pela matriz M obtemos

leMAjl 4+ 4 xjkMAjk =0.
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Como MA; = Bj,paraj=1,...,n (Exercicio 1.1.18 (a) na pagina 25), entdo

X, Bjy + -+ +x; B = 0.
Assim, se Bh’ .. .,B]-k sao L.I,, entado Xjp = ... =X, = 0. O que implica que

1
Ah,. .., Ajk também sao L.I.
Trocando-se B por A o argumento acima mostra que se Aj, ..., 4;
entdo le, s, B]-k também o sdo.

, sdo LI,

(b) Sejam«a;, ..., a; escalares tais que

Ap = aj Aj +- A

Jr?
entdo multiplicando-se a esquerda pela matriz M obtemos
MA = aj MAj + -+ +aj MA; .
Como MA; = Bj, paraj=1,...,n (Exercicio 1.1.18 (a) na pagina 25), entdo

By =, Bj, + -~ +a; Bj.

(c) A matriz B é obtida de A aplicando-se uma seqiiéncia de operagoes elementares
as linhas de A. Assim, toda linha de B é uma combinacdo linear das linhas
de A. Logo, o espago gerado pelas linhas de B estd contido no espaco gerado
pelas linhas de A. Como toda operagdo elementar tem uma operacao elementar
inversa, o argumento anterior também mostra que o espago gerado pelas linhas
de A esta contido no espago gerado pelas linhas de B. Portanto, eles sdo iguais.

Somente agora vamos provar a unicidade da forma escalonada reduzida.
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Teorema 4.10. Se R = (7ij)mxn € S = (Sij)m=n sdo matrizes escalonadas reduzidas equivalentes por linhas a uma
matriz A = (aij)mxn, entio R = S.

Demonstracdo. Sejam S e R matrizes escalonadas reduzidas equivalentes a A. Sejam
Ry,...,Ry ascolunasde Re Sy,...,S; as colunas de S. Seja r o nimero de linhas nédo
nulas de R. Sejam ji,...,jr as colunas onde ocorrem os pivds das linhas 1,...,r,
respectivamente, da matriz R. Entdo R e S sdo equivalentes por linha, ou seja, existe
uma seqiiéncia de operagdes elementares que podemos aplicar em R para chegara S
e uma outra seqiiéncia de operagdes elementares que podemos aplicar a S e chegar
aR.

Assim, como as colunas 1,...,j; — 1 de R sdo nulas o mesmo vale para as colunas
1,...,j1 —1deS. Logo o piv6 da 1? linha de S ocorre numa coluna maior ou igual a
j1- Trocando-se R por S e usando este argumento chegamos a conclusdo que R;, = Sj,
eassim Ry = 5y,...,Rj, =5,

Vamos supor que Ry = Sy,...,R; = §;, e vamos mostrar que
Rfk+1 = Sjk+1’ .. ”Rjk+1 = ka+1’ sek < rou

Rjr"‘l :Sjr_;’_l,...,Rn:Sn, Sek:r.

Observe que paraj =jy+1,...,jx4y1 —1,sek <r,ouparaj=j-+1,...,n,sek=r,
temos que
R] = (rl]-,...,rk]-,O,...,O) = rlth +...+7’k]'Rjk,

o que implica pela Proposicdo 4.9 (b) na pagina 248 que

Sj=1jSjy T -+ 1%
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Mas por hipétese Rj =Sj,...,R; =S, entdo,

S] :1’1]'le +...+7’k]'Rjk = R]',
paraj=jr+1,...,jky1 —1,sek <rouparaj=j,+1,...,n,sek =r.

Logo, se k < r, 0 pivod da (k + 1)-ésima linha de S ocorre numa coluna maior ou igual
a jkr1. Trocando-se R por S e usando o argumento anterior chegamos a conclusdo

que R , =S5  eassimR; =5,...,R; :Sjr.Esek:r,entéoRl =854,...,R;, =

Tk+1 Jk+1

ne

Portanto R = S. |
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Figura 4.1: Soma de vetores do plano ax + Figura 4.2: Multiplicagdo de vetor por escalar
by+cz=0 do planoax + by +cz =0
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z z
Xi+X aX
Xz X
X1
X y X y
Figura 4.3: Soma de vetores da reta (x,y,z) = Figura 4.4: Multiplicacdo de vetor por escalar
(at, bt, ct) dareta (x,y,z) = (at, bt, ct)
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Figura 4.5: V; e V, que formam uma base para o Figura 4.6: Vetor V = (a,b,c) que é base para a reta
plano (x,y,2z) =t(a,b,c)
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Figura 4.7: O subespaco W do Exemplo 4.10
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Figura 4.8: O subespaco V do Exemplo 4.10
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Figura 4.9: Os subespacos W,V e VW do Exemplo 4.10
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4.2 Espaco Linha e Espaco Coluna

Definicao 4.3. Seja A uma matriz m X n.

(a) O subespago de R" gerado pelas linhas de A é chamado espaco linha de A, ou seja, o conjunto de todas
as combinacdes lineares das linhas de A.

(b) O subespago de R™ gerado pelas colunas de A é chamado espago coluna de A, ou seja, o conjunto de
todas as combinacgdes lineares das colunas de A.

Os espacos linha e coluna de uma matriz sdo diferentes, em geral, mesmo se a matriz
é quadrada, como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 4.13. Considere a matriz
11
a=[1 3],
O espaco linha de A é o subespago gerado pelo vetor (1, 1), enquanto o espago coluna

de A é o subespaco gerado pelo vetor (1,0).

Apesar dos espacos linha e coluna de uma matriz serem diferentes, em geral, eles possuem sempre a mesma
dimensao.
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Teorema 4.11. Seja A uma matriz m x n. O espago linha e o espago coluna de A possuem a mesma dimensdo.

Demonstracdo. Seja R uma matriz escalonada reduzida equivalente a matriz A.
(a) Pela Proposicdo 4.9 (c) na pagina 248 os espagos linha de A e de R s&o iguais.

(b) Pela Proposicdo 4.9 (a) na pagina 248 as colunas jy, ..., jy da matriz R sdo L.I.
se, somente se, as colunas ji, . .., jx da matriz A também o sao.

Pelo item (a) a dimens&o do espaco linha de A é igual a dimensdo do espago linha de
R e peloitem (b) a dimens&o do espago coluna de A é igual a dimensao do espago co-
luna de R. Portanto, basta provarmos o teorema para a matriz escalonada reduzida
R. Agora, a dimensdo do espaco linha de R é igual ao ntimero de linhas ndo nulas,
pois estas sdo linearmente independentes (verifique!). A dimensdo do espago coluna
de R é igual ao ntiimero de pivos, pois as outras colunas sdo combinagdo linear das
colunas dos pivos e podem, portanto, ser descartadas para gerar o espago coluna de
R. Portanto, a dimensédo dos dois espagos sado iguais. n
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4.2.1 Posto e Nulidade

Definicao 4.4. Seja A uma matriz m X n.

(a) O posto de A é a dimensdo do espago linha ou do espago coluna de A, ou seja, é o nimero méximo de

linhas e colunas L.I. da matriz A.

(b) A nulidade de A é a dimensao do espago solugdo de A X = 0.

1 2 -1 1
Exemplo 4.14. ConsidereamatrizA = | 2 4 -3 0
1 2 1 5
1 2 0 3
A forma escalonada reduzida da matriz A é a matriz R = 00 1 2. As
00 00
linhas ndo nulas de R, V; = (1,2,0,3) e V, = (0,0,1,2), formam uma base para o

espago linha de A. Portanto, o posto de A é igual a 2.

Quanto ao espago coluna, sejam Wy, W,, W3 e Wy as colunas de A. Sejam U, Uy,
Uz e Uy as colunas de R. As colunas sem pivos podem ser descartadas na geragdo
do espago coluna de R, pois elas sdo combinagdo linear das colunas dos pivos.
As colunas correspondentes de A podem, também, ser descartadas na geragdo do
espago coluna de A, pois 0os mesmos escalares que fazem a combinacdo linear nula
de Wy, Wy, W3 e Wy, fazem a combinacéo linear nula de Uy, Uy, Uz e Uy. Assim,
Wy = (1,2,1) e W3 = (—1,—3,1) formam uma base para o espago coluna de A.
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Vamos apresentar a seguir uma outra forma de calcular o posto de uma matriz. Uma
submatriz de uma matriz A é a prépria matriz A ou qualquer matriz obtida de A
retirando-se linha(s) e/ou coluna(s).

Teorema 4.12. Seja A uma matriz m X n.

(a) O posto de A éigual a p = min{m,n} se, e somente se, o determinante de uma submatriz p x p é diferente de
zero.

(b) O posto de A é igual ao maior inteiro positivo r tal que alguma submatriz v x r de A possui determinante ndo nulo.

Demonstracdo. (a) Podemos supor que m < n,ja que o posto de A é igual ao posto
de A!. Neste caso, p = me o posto de A é m se, e somente se, existem m colunas
linearmente independentes. Mas existem m colunas linearmente independentes
se, e somente se, existe uma submatriz m X m cujas colunas sdo linearmente
independentes, ou seja, com o seu determinante diferente de zero.

(b) Se as colunas de A sdo L.I., entdo posto(A) = min{m, n} e o resultado decorre
do item anterior. Caso contrario, existe uma coluna de A que é combinacdo
linear das outras e o posto de A é igual ao posto da submatriz obtida de A
retirando-se esta coluna. Este processo pode ser continuado até se obter uma
submatriz cujas colunas sdo linearmente independentes e cujo posto é igual ao
de A. O posto desta submatriz é igual ao minimo entre o seu nimero de linhas
e o seu nimero de colunas e é também igual ao posto de A. Aplicando-se o
item anterior a esta submatriz obtemos o resultado.
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Exemplo 4.15. Considere a seguinte matriz A = [ g 2 ? } .

—a
Se
det{a 3]:a2—9:(a—3)(a+3):0,
3 a
a a
de’f[3 _a]——a2—3a——a(a+3)—0
e
det[i _Z}—a2+3a—a(a+3)—0,
entdo o posto de A é igual a 1. Assim, posto(A) = 1 se, e somente se, 1 = —3. Caso

contrdrio, o posto de A é igual a 2.

4.2.2 Aplicacao a Sistemas Lineares

Os conceitos de espago linha e espago coluna sdo tteis no estudo de sistemas lineares.
O sistema A X = B é equivalente a equagdo

an a12 a1y by

ann ax a2y by
X1 . + X3 . + .oty . =

Am1 A2 Amn b

Assim, o sistema A X = B tem solucéo se, e somente se, B é uma combinacéo linear
das colunas de A, ou seja, se, e somente se, B pertence ao espago coluna de A.

Proposicao 4.13. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m x 1. O sistema linear A X = B tem solugio se, e
somente se, B pertence ao espago coluna de A.
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O espago solugdo do sistema A X = 0 é chamado de niticleo de A e é denotado por

N(A).

Proposicao 4.14. Seja A uma matriz m x n. O sistema linear A X = B, para todo B € R",
(a) tem solugilo se, e somente se, as colunas de A geram o R™ (posto(A) = m);

(b) tem no mdximo uma solugdo se, e somente se, as colunas de A sio linearmente independentes (N'(A) = {0}).

Demonstracdo. (a) Pela Proposicdo 4.13, o sistema tem solucdo para todo B € R"
se, e somente se, 0 espaco coluna de A é igual ao R, dai decorre o resultado.

(b) Se o sistema AX = B tem no maximo uma solucdo para todo B € R™, entdo
o sistema homogéneo AX = 0 tem somente a solugdo trivial, dai segue-se que
as colunas de A sdo linearmente independentes e N'(A) = {0}. Se por outro
lado, N (A) = {0}, ou seja, a tnica solugdo do sistema homogéneo AX =0éa
solugéo trivial, e X e X, sdo solugoes de AX = B, entdo X; — X, é solugdo de
AX = 0 (verifique!). Assim, X; — X, = 0, ou seja, X1 = X».

Segue do item (a) da proposicdo anterior que um sistema linear AX = B com mais
incégnitas do que equagdes ndo pode ter solugdo para todo B. Segue também da
proposicdo anterior, que o sistema AX = B tem exatamente uma solugdo para todo
B € R™ se, e somente se, as colunas de A formam uma base do R™. E isto ocorre
se, e somente se, m = n e uma das duas condi¢des ocorre: ou N (A) = {0} ou
posto(A) =n = m.
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Teorema 4.15. Sejam A uma matriz m X n e B uma matrizm x 1. O sistema linear A X = B,
(a) tem solugio se, e somente se, posto([ A | B]) = posto(A);

(b) tem solugdo tinica se, e somente se, posto([ A | B|) = posto(A) = n.

Demonstracdo. (a) Suponha, em primeiro lugar, que o sistema AX = B tem
solucdo. Entdo, B é combinagdo linear das colunas de A. Portanto, o espago
coluna de [ A| B] é igual ao espago coluna de A, ou seja,

posto([A| B]) = posto(A).

Por outro lado, se posto([ A|B]) = posto(A), entdo B pertence ao espago co-
luna de A, ou seja, B é combinagdo linear das colunas de A. Portanto, o sistema
AX = B tem solugéo.

(b) Do item anterior podemos assumir que AX = B tem solugdo. Seja Xy uma
solucdo particular de AX = B. Entdo, Y = X + X é solugdo de AX = B se, e
somente se, X é solugdo do sistema homogéneo AX = 0. Assim, AX = B tem
solucdo tnica se, e somente se, o sistema homogéneo AX = 0, tem somente a
solucéo trivial. E isto acontece se, e somente se, as colunas de A sdo linearmente
independentes, ou seja, as colunas de A formam uma base para o seu espago
coluna ou equivalentemente posto(A) = n.

ax+3y = a

Exemplo 4.16. Considere o sistema 3x+ay = —a-

Paraestesistema,A—[a 3]eB—[ a }
3 a —a

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



4.2  Espaco Linha e Espaco Coluna 265

O sistema tem solucdo Unica se, e somente se, posto(A) = 2 (neste caso,
posto(A) = 2 implica que posto([A|B]) = 2). Agora, posto(A) = 2 se, e so-
mente se, det(A) # 0. Como det(A) = a® — 9, entdo o sistema tem solugao tnica se,
e somente se, 4 # +3.

O sistema tem infinitas solugdes se, e somente se, posto([A|B]) = 1 (neste caso,
posto([A|B]) = 1 implica que posto(A) = 1). Agora, posto([A|B]) = 1 se, e so-
mente se, det(A) = 0,det(A;) = 0 e det(A;) = 0, em que A; = [ _Z i ] e

Ay = [g _Z ].Como

det(Ay) = a® +3a = a(a +3)

e
det(Ay) = —a® —3a = —a(a +3),
entdo o sistema tem infinitas solugdes se, e somente se, a = —3.
O sistema ndo tem solucdo se, e somente se, posto(A) = 1 e posto([A[B]) = 2.

Agora, posto(A) = 1 se, e somente se, det(A) = 0. E posto([A|B]) = 2 se, e somente
se, det(A) # 0, ou det(A1) # 0 ou det(A;) # 0. Assim o sistema ndo tem solugédo
se, e somente se, a = 3.

Proposicdo 4.16. Sejam A wma matriz m X n e B uma matriz m x 1. Seja Xo uma solugio (particular) do sistema
linear AX = B. Se Vi, ..., Vy formam uma base para o niicleo de A, entdo toda solu¢io de A X = B pode ser escrita na
forma

X=Xg+aVi+...+a,V, (4.7)

em que oy, . . ., & Sio escalares. Reciprocamente, para todos os escalares a1, . . ., &y a expressio (4.7) é solugio do sistema
AX =B.
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Demonstracdo. Seja X uma solugdo qualquer do sistema AX = B. Entdo, X — Xy é

solugdo do sistema homogéneo, pois A(X — Xy) = AX — AXy) = B— B = 0. Como

Vi, ..., Vx formam uma base para o nticleo de A, existem escalares a1, . . ., & tais que
X—Xg=a1Vi+ ...+, V.

Dai segue-se a equacgdo (4.7). Por outro lado, se a1, ..., &y sdo escalares, entdo

A(X0+0(1V1+...+Ockvk):AXO+061AV1+...+£XkAVk:B+0+...+O:B,

ou seja, a expressdo (4.7) é solucdo de AX = B. |

4.2.3 A Imagem de uma Matriz

Seja A uma matriz m x n. Pela Proposi¢do 4.13 na pagina 262, o espago coluna de A é
igual ao conjunto dos vetores B € R™ tais que o sistema linear AX = B tem solucéo,
ou seja, é igual ao conjunto

IZ(A) ={BeR"|AX = Bparaalgum X € R"},

chamado de imagem de A, por que é a imagem da fungdo f : R” — R que associa
a cada vetor X € R" ovetor AX € R", f(X) = AX. De forma andloga, se vé que
0 espago linha de A ¢é igual a imagem de A’. A funcdo f : R" — R™ definida por
f(X) = AX, para uma matriz m x n é chamada transformagéo linear associada a
matriz A.

Proposi¢do 4.17. Seja A uma matriz m x n. O espago coluna de A é igual a Z(A) e o espago linha é igual a T(A").
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Xo+ X
X N X, Xo = Xo+0
X 0 X
N(4)

Figura 4.10: Solucdo de AX = Bede AX =0, Figura 4.11: Solugdo de AX = Bede AX =0,
se N(A) # {0} se N(A) = {0}

/////§/ | 4 LK) =lak

T Q) H Y

Sunn el

Figura 4.12: A fungdo f : R" — R dada por f(X) = AX
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A dimensdo do nticleo de A (nulidade), e a dimensdo da imagem de A (posto) ndo
sdo independentes um do outro, como mostra o préximo resultado.

Teorema 4.18 (da Dimensdo do Nicleo e da Imagem). Seja A uma matrizm x n. A soma da dimensdo do niicleo
de A (nulidade) com a dimensio da imagem de A (posto) é igual ao niimero de colunas da matriz A, ou seja,

dim(N(A)) + dim(Z(A)) =n ou nulidade(A) + posto(A) = n.

Demonstracdo. Seja V. = R". Sejam V, ..., V), vetores de V, que formam uma base
para o nicleo de A. Vamos estendé-la a uma base de V. Sejam Vpt1,. .., Vn vetores
de V tais que V1, ..., V,, formam uma base de V. Vamos mostrar que AV, ,1,..., AV,
formam uma base da imagem de A. Para isso, precisamos mostrar que eles geram a
imagem de A e que eles sdo L.I

Vamos mostrar, em primeiro lugar, que AV, 1,..., AV, geram a imagem de A. Seja
Y € Z(A). Entdo existe X € Vtalque AX =Y. Como Vy,. .., V, ébase de V, existem
escalares oy, ..., «a, tais que X = a1 Vj + ... 4+ a, V,,. Multiplicando a esquerda por A
eusando que AV} =... = AV, = 0, obtemos queay 1AV +... +a, AV, =Y, ou
seja, AVpH/ ..., AV, geram a imagem de A.

Vamos mostrar, agora, que AVPH,...,AVn sdo linearmente independentes. Se
Xp1AVpy1 + .+ X, AV, = 0, entdo A(xpy1Vp1 + ...+ x,Vy) = 0. Mas, isto
implica que xp41V,11 + ...+ x4V, pertence ao ntcleo de A, ou seja, existem es-
calares x1, ..., X, tais que xp 1 Vo1 + ...+ x2 Ve = x1V1 + ... + xp V). Dai segue-se
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vex Vi +...+x,V, —x,01Vyi1 — ... — x,V;, = 0. Como Vy,...,V, ébase, entdo
q pVp p+1Vp+ ;
x1:...:xp:po:...:xn:0,0use]a,AVp+1,...,AVnséoL.I.

Portanto, a dimensdo da imagem de A ¢é igual a diferenca entre n e a dimensao do
ntcleo de A. Daf segue-se o resultado. u

Segue do Teorema da Dimensdo do Ntcleo e da Imagem que o ndmero de varidveis
livres na solugdo geral de um sistema linear AX = B ¢é igual a dimensdo do nticleo
de A.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 536)
4.2.1. Para cada uma das seguintes matrizes, encontre uma base para o espaco linha e para o espago coluna.
1 4 5 2 1 -4 -5 4
@ | 213 0 ® | -1 4 4 -5
-1 3 2 2 0 0 2 0
4.2.2. Determine a dimensio do subespaco de R?® gerado pelos vetores:
(@) (1,-2,2),(2,-2,4),(-3,3,6)
(b) (1,-3,4),(6,2,-1),(2,—-2,3),(—4,-8,9)

1 22 3 1 4
423.S¢jaA=|2 4 5 5 4 9
36 7 859

(a) Determine a forma escalonada reduzida U da matriz A. Quais as colunas de U que correspondem
as variaveis livres. Escreva cada uma destas colunas como uma combinagédo linear das colunas
correspondentes aos pivos.

(b) Quais as colunas de A que correspondem aos pivos de U? Estas colunas formam uma base para o
espago coluna de A. Escreva cada uma das colunas restantes como combinagdo linear das colunas

da base.
4.2.4. Determine o posto e a nulidade das seguintes matrizes:
1 01 1 -1 2 0
(a)[;i_ﬂ (b)[%iz} @12 -1 3 @] 3 100
3 -1 4 -1 2 4 0
4.2.5. Discuta como o posto de A varia com t.
1 1 ¢ 3 -1
@A=|1 t 1 (b) A = 3 6 -2
t 11 -1 -3 —t
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4.2.6. Encontre o maior valor possivel para posto(A) e o menor valor possivel para nulidade(A).
(a) Aé2x3 (b) Aé3x2 (c)Aeé3x3 (d) Aém xn.

4.2.7. Seja A uma matriz ndo nula. Encontre os valores de posto(A) e de posto([A|B]) para os quais o sistema

linear AX = B tem solugédo tinica, ndo tem solugéo e tem infinitas solugdes.
(@) Aé2x3 (b) Aé3x2 (c)Aé3x3 (dyAémxn
Exercicios Tedricos
4.2.8. Seja A uma matriz n x n.
(a) A matriz A é invertivel se, e somente se, N'(A) = {0}.
(b) Mostre que posto(A) = n se, e somente se, as colunas de A sdo linearmente independentes.
(c) Mostre que o sistema homogéneo AX = 0 tem solugéo néo trivial se, e somente se, 0 posto(A) < n.
(d) Mostre que o posto de A é n se, e somente se, det(A) # 0.

4.2.9. Sejam X = [x1...xu]eY = [y1...yn ] matrizes 1 x m e 1 x n, respectivamente. Seja A = X'Y. Mostre
que {X} é uma base para o espago coluna de A e que {Y'} é uma base para o espago linha. Qual é a
dimensao do N/ (A)?

4.2.10. Mostre que se A é uma matriz, m X n, de posto igual a 1, entdo existem matrizes X = [x1...0m] €
Y =[y1...yn], 1 x me1 x n, respectivamente, tais que A = X'Y. (Sugestdo: Tome X tal que {X} é uma
base para o espaco coluna de A.)

4.2.11. Sejam A e B matrizes m x p e p X n, respectivamente. Mostre que AB pode ser escrita como uma soma
de p matrizes de posto igual a 1.

4.2.12. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente. Seja C = AB. Mostre que:

(a) O espaco coluna de C esta contido no espago coluna de A.
(b) O espago linha de C estd contido no espago linha de B.
(c) posto(C) < min(posto(A), posto(B)).
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(d) Se as colunas de A e B sdo linearmente independentes, entdo as colunas de C também sao linear-
mente independentes.

(e) Se as linhas de A e B sdo linearmente independentes, entdo as linhas de C também sdo linearmente
independentes.

(f) Se as colunas de B sdo linearmente dependentes, entdo as colunas de C também sdo linearmente
dependentes.

(g) Se as linhas de A sdo linearmente dependentes, entdo as linhas de C também sdo linearmente de-
pendentes.

(h) O nucleo de B esté contido no ntcleo de C.

4.2.13. Seja A uma matriz m x n. Se P e Q sdo matrizes invertiveis m X m e n X n, respectivamente, entdo A, PA
e AQ possuem 0 mesmo posto.

4.2.14. Sejam A e B matrizes n x n. Mostre que AB = 0 se, e somente se, 0 espago coluna de B esta contido no
ntcleo de A.

4.2.15. Seja A uma matriz n X n e B uma matriz n x 1. Para cada i, defina a matriz A; como sendo a matriz que
se obtém de A substituindo-se a i-ésima coluna por B.

(a) Mostre que se para algum i, det(A;) # 0, entdo posto([A|B]) = n.

(b) Suponha que o det(A) = 0. Mostre que se para algum i, det(A;) # 0, entdo o sistema AX = B ndo
tem solucgao.

(c) Mostre que se det(A;) = Oparai =1,...,n e det(A) = 0, entdo tanto pode ocorrer que o sistema
AX = B tenha infinitas solu¢des, como pode ocorrer que ele ndo tenha solucao.
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4.3 Espacos Vetoriais Abstratos (opcional)

Podemos generalizar o conceito de vetores ainda mais. Vamos estabelecer um con-
junto de axiomas, os quais se forem satisfeitos por um conjunto de elementos, estes
serdo chamados de vetores. Os axiomas serdo escolhidos abstraindo-se as proprie-
dades mais importantes de vetores no R”. Assim, os vetores do R" satisfardo auto-
maticamente estes axiomas.

Definicdo 4.5. Dizemos que um conjunto V # @, munido de duas operagdes, uma soma e uma multiplicacao
por escalar:

0) SeV,WeV,entaioV+W €V;
(0) SeVeVea € R(ouC),entdoaV €V,
é um espaco vetorial sobre R (ou C) se satisfaz os seguintes axiomas:
(1) Paratodosos V,W eV, V+W=W+V;
(2) Paratodosos V,W,U €V, V+(W+U)=(V+W)+U;
(3) Existe um elemento0 € V, talque V+0=0+V =V, paratodo V € V;
(4) Paracada V € V, existe um elemento —V € Vtalque V+ (=V) = (-V)+V =0;
(5) Para todo V € V e todos os escalares a e B, a(BV) = (aB)V;
(6) Paratodosos V,W € V e todo escalar o, a(V + W) = aV + aW;
(7) Paratodo V € Ve todos os escalareswe 8, (« + )V = aV + BV;
(8) ParatodoV € V,1V = V.
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Os elementos de V sdo chamados vetores. O vetor 0 é chamado vetor nulo e para
cada V € V o vetor —V é chamado o simétrico ou inverso aditivo de V. A diferenga
de dois vetores é definida por V. — W = V + (—W). Se V e W séo vetores tais que
W = aV, para algum escalar &, entdo dizemos que W é um muiltiplo escalar de V.

Exemplo 4.17. Para n um ndmero inteiro positivo, o conjunto V. = R”" com as
operagdes de soma e multiplicagdo por escalar definidas em (3.17) e (3.18) é um
espaco vetorial sobre R, pelo Teorema 3.7 na pagina 210. Em particular R é um
espago vetorial sobre ele mesmo.

Exemplo 4.18. O conjunto dos ntiimeros complexos, C, com as operagdes usuais é
um espago vetorial sobre ele mesmo, mas é também um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 4.19. Segue das propriedades da dlgebra matricial, Teorema 1.1 na pagina
9, que o conjunto M,,, de todas as matrizes m x n com entradas que sdo ntimeros
reais (nimeros complexos) com as operagdes usuais de soma e multiplicacdo por
escalar é um espago vetorial sobre R (sobre C).

Exemplo 4.20. Seja X um conjunto ndo vazio qualquer. Seja F(X’; R) o conjunto das fungdes reais, f : X — R.

Para f e g fun¢des de F(X;R) e « um escalar definimos a soma f + g por

(f+9)(x) = f(x)+g(x), paratodox € X
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e a multiplica¢do de f pelo escalar « por

(e f)(x) =af(x), paratodox € X.

Vamos mostrar que o conjunto F (X’;R) é um espago vetorial sobre R. Sejam f, ¢, h € F(X;R) e a, B escalares.
1) (F+8)(x) = f(x) +8(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x), para todo x € A;

2) [f +(g+M)](x) = f(x) + (& + 1) (x) = f(x) + (g(x) + h(x)) = (f(x) + g(x)) + h(x) =
= (f +8)(x) + h(x) = [(f + g) + I](x), para todo x € &;

(3) Seja 0 a fungdo identicamente nula. (f 4+ 0)(x) = f(x) 4+ 0(x) = f(x), para todo x € X;

(4) Dada a fungdo f definimos a funcdo —f por (—f)(x) = —f(x), para todo x € X.
[f + (=HI(x) = f(x) + (= f(x) = 0 = 0(x), para todo x € &;

5) [w(Bf)](x) = a(pf)(x) = a(Bf(x)) = (ap)f(x) = [(aB)f](x), para todo x € A;
6) [a(f +8)I(x) = a(f +8)(x) = a(f(x) +8(x)) = af(x) +ag(x) = (af)(x) + (ag)(x) = (af + ag)(x),

para todo x € X;
7) [(a+B)fI(x) = (a+ B)f(x) = af (x) + Bf(x) = (af)(x) + (Bf)(x) = [af + Bf](x), para todo x € A;
) (1f)(x) =1f(x) = f(x), para todo x € X;

Variando o conjunto X obtemos vérios exemplos de espago vetorial.

Se X éiguala{l,..., n}, entdo F(X;R) = R", pois podemos identificar cada vetor (x1,..., x,) de R" com a
fungdo f: {1,...,n} — Rdefinida por f(1) = xq,..., f(n) = xy,.
Se X é igual ao produto cartesiano {1,..., m} x{1,..., n}, entdo F(X;R) = M,,y,, pois podemos identificar
cada matriz (a;;)mn com a fungao f : {1,..., m} x{1,..., n} — R definida por

f(1,1) =ay,..., f(Ln)=ay,...,f(m1)=a,,..., f(m,n) = ayy.
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Exemplo 4.21. O conjunto R* das sequencias de nimeros reais, ou seja, o conjunto
das listas infinitas (x1,x2,..., Xy, ...) tais que x, € R, paran = 1,2,3,..., com as
operagoes

(xl/x2/--'/x1’l/-")+ (yllyzl---,]/n/---) = (xl +]/1/x2 +]/2/---,xn +]/n/)
a(x1, X0, ., Xp, o) = (@x1,0X0, ..., 0Xp,...)

é um espaco vetorial sobre R. Pois R® = F({1,2,3,...};R), ja que podemos iden-
tificar cada seqiiéncia (x,), com a fungdo f : {1,...,n,...} — R definida por

f)=x9,...,.f(n) =xp4,....

Exemplo 4.22. Seja P = R[] o conjunto dos polindmios sobre R em uma varidvel ¢, ou seja, o conjunto das
expressdes da forma
p(t) =ag+at+at + - +apt"+...= Y ajt),
jeN
em que existe um inteiro positivo 7 tal que a; = 0, para todo inteiro j > n e ag,ay,...,a4, € R. O polindmio
identicamente nulo € aquele em que a; = 0, para todo j € N.

Sejam p(t) = ag+art+---+aut™ +... = Za t/eq =by+bit+---+bt +...= Zb]-tf dois polindmios
jeN jeN
quaisquer. A soma é definida por
p(t)+q(t) = (a0 +bo) + (a1 + b))t + -+ (@ + bt + ... = Y (a; + b)P.
jeN

A multiplicagdo por um escalar « é definida por

ap(t) = (aap) + (way)t + -+ (aag)t" +...= Y (aaj)t.

Vamos mostrar que o conjunto P = R[t] é um espago vetorial sobre R.

Sejam p(t) = Y ajt/,q(t) =) bitl, r(t) = Y c]-tj e a, B escalares.
jeN jeN jeN
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1) p(t =Y ot + Y bt =) (aj+ by =Y (b +ay)t = q(t) + p(t).

jeN jeN jeN jeN

@ pt)+ @) +r(t) =Y at/ + (Z bit/ + chﬂ) =Y [a;+ (bj+ )] =

jeN jeN jeN jeEN
Y [(aj+ b)) + ¢t <Za]tf+2bt1) + Y ot = (p(t) +q(t) +r(t).
jEN jeN jeN jeN

(3) Se] al(t)o pohnomlo nulo.

0)=Y atl+Y 0V =Y (a;+0) = Y at/ =p(t)

jeN jeN jeN jEN
4) Defmaopohnomlo( p)(t) = Lien(—aj)t H.
p(t) + =Y atf + Y (—a))f = Y (aj+ (—aj)) = Y 0¢ =0(t)
jeN jeN jeN jeEN
) a(pp(t)) = “(%ﬁﬂjﬂ) = %("‘ﬁ“j)tj = (aB)p(t).
je je
6) a(p(t) +q(t) =« Z aj+b)t =Y [w(aj+b)]f =Y (aaj+ abj)t
JGN jeN jeN
=Y (aaj)t + Y (abj)t/ = ap(t) +aq(t).
jeN jeN
) (a+B)p(t) = Y (a+ Bt = ) (aa;+ Bajtl = Y (aa))t/ + ) (Bapt = ap(t) + pp(t).
jeN jeN jeN jeN
®) 1p(t) = Y (Qa)t = Y a;t) = p(t
jeN jeN

Proposicao 4.19. Sdo vdlidas as sequintes propriedades em um espaco vetorial V:
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(a) 0V =0, para todo V em V;

(b) a0 =0, para todo escalar «;

(c) SeaV=0,entdox =00uV =0;

(d) (=1)V = =V, para todo V pertencentea V.

Demonstracdo. (a) Usando-se o axioma (2) de espago vetorial, temos que
0V4+0V=(0+0)V=0V.

Somando-se o simétrico de 0V ao primeiro e ao dltimo membro e usando os
axiomas (2) e (4) temos que

(=(0V)+0V)+0V =-0V+0V =0.

Aplicando-se novamente o axioma (4) no primeiro membro, chegamos a
oV = 0.

(b) Este item se prova de forma inteiramente andloga ao anterior, mas a partir de
a0+ a0.
(c) Sewa # 0, entdo pelos axiomas (8) e (5) e pelo item (b), temos que
1 1 1. -
V=1V = (oc) V=—(aV)=-0=0.
o o o

(d) Usando-se os axiomas (8) e (7) e o item (a) temos que

(~DVA4V=(-1)V+1V=(-14+41)V =0V =0
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Somando-se —V ao primeiro e ao dltimo membro e usando os axiomas (2), (4),
(3) temos que
(-H)V=0+(-V)=-V.

Definicdo 4.6. Seja V um espaco vetorial. Dizemos que um subconjunto W # &, de V é um subespago de V,
se ele também é um espaco vetorial com relacdo as mesmas operagdes definidas em V.

Para verificarmos se um subconjunto de um espago vetorial é um subespago nédo
é necessdria a verificagdo dos oito axiomas além dos dois que definem a soma e a
multiplicagdo por escalar.

Teorema 4.20. Seja V um espago vetorial. Um subconjunto nio vazio, W C 'V, é um subespago de V se, e somente se,
as operagoes de soma e multiplicagdo por escalar estdo bem definidas, ou seja, se

(0) SeV,WeW,entioV+WeW,;
(0') Se V€ W en éum escalar, entio aV € W;

Demonstracio. Se W é um subespago, entdo obviamente as (0) e (0’) sdo satisfeitas.
Suponha, agora, que as condicoes (0) e (0’) sdo verificadas para W. Como W é um
subconjunto de V, entdo os Axiomas (1), (2), (5), (6), (7) e (8) da Defini¢do 4.5 na
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pégina 273 sdo satisfeitos para os elementos de W, pois sdo satisfeitos para todos os
elementos de V.

Vamos mostrar que os Axiomas (3) e (4) sdo também satisfeitos, se (0) e (0") sdo

verificados. Para qualquer elemento V de W, pela Proposicdo 4.19, 0V = 0 e
—V = (—1)V, ou seja, o vetor nulo 0 e o simétrico de V sdo multiplos escalares
de V, que por (0') pertence a W. |

Exemplo 4.23. Se V é um espago vetorial, entdo V é um subespaco dele mesmo. E o
subconjunto formado apenas pelo vetor nulo, W = {0}, é claramente um subespago
de V. Assim, todo espago vetorial V # {0} possui pelo menos dois subespagos.

Exemplo 4.24. O conjunto R? nio é um subespaco de R?, pois R? ndo é um subcon-
junto de R3.

Exemplo 4.25. Os subconjuntos

A={(xy) eR*|x >0,y >0}

B={(xy) € R* | xy > 0}

ndo sdo subespacos de R?. Pois, para o primeiro, enquanto V = (1,1) € A,
—-V=(-1)V=(-1-1) & A.
Enquanto para o segundo, V = (1,0), W = (0, —1) € B,
V+W=(1,-1)¢B

Introducao a Algebra Linear
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(=nv

Figura 4.13: A={(x,y)€ R?|x >0,y > 0}

X1+Xa
X2

X1

Figura 4.15: Soma de vetores da reta X = aV

W VW

Figura 4.14: B = {(x,y) € R? | xy > 0}

z

Figura 4.16: Multiplicacao de vetor por escalar
dareta X =aV
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Exemplo 4.26. Seja V # {0} um espaco vetorial. Seja V um vetor ndo nulo de V.
Vamos mostrar que o conjunto dos multiplos escalares de V,

W = {aV | & é um escalar},

é um subespacgo de V.

(0) Sejam V; e V, elementos de W. Entdo existem escalares a1 e o tais que V; = a1V
eV, =waV. Logo

Vi+Vo=mV+aV=_(a7+a)V.

Assim, V7 + V5 é um multiplo escalar de V e portanto pertence a W.

(0") Seja W um elemento de W e B um escalar. Entdo existe um escalar « tal que
W =aV. Logo

BW = B(aV) = (Ba)V.

Assim, BW é um multiplo escalar de V e portanto pertence a W.

Exemplo 4.27. Seja N = (ay,...,a,) um vetor de R" fixo. O conjunto definido por
W= {(x1,...,x0) € R" | a1x1 + ...+ apx, = 0}

é um subespago de R".

(0) Se X = (x1,...,xn) e Y = (y1,...,Yyn) pertencem a W, entdo

ax1+...+azx, =0

ay1 +...+apy, =0
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e portanto
X+Y=(x14+y1,- - Xn+Yn)

também pertence a W, pois

ap(x1+y1) +. ..+ an(xp+yn) = (a1x1+ ... +anxy) + (a1y1 +. .. +anyn) =0+0 = 0.

(0") Se X = (x1,...,xy) pertence a W, entdo
aX = (axq, ..., axy)
também pertence a W, pois

ay(axy) + ...+ ap(ax,) = alayx; + ...+ apx,) = a0 =0.

Por outro lado, suponha que o conjunto definido por
W={(x1,...,x0) € R" | 121 + ...+ apxy = c}

seja um subespaco de R", em que c é um niimero real fixado.

Se W é um subespaco e X € W, entdo 0X = 0 também pertence a W, ou seja, o
subespago tem que conter a origem. Substituindo-se 0 = (0, ...,0) na equagdo que
define o conjunto, obtemos que 410 + ... 44,0 = c, ou seja, c = 0.

Se N = (ay,...,a,) # 0, entdio W é chamado um hiperplano de R". Para n = 3 os
hiperplanos sdo planos e para n = 2 os hiperplanos sdo retas.

Exemplo 4.28. O conjunto das matrizes simétricas n x n:

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



284

Espacos Vetoriais

e o conjunto das matrizes anti-simétricas n x n:
Wy ={A e M,, | A" = -A}

sdo subespacos do espaco M, das matrizes n x n, pois a soma de matrizes
(anti-)simétricas é uma matriz (anti-)simétrica (verifique!). O mesmo ocorre com
a multiplicacdo por escalar.

Exemplo 4.29. O conjunto P, dos polindmios de grau (o maior indice j tal que
aj # 0) menor ou igual a n juntamente com o polinémio nulo é um subespago
do espago dos polindmios P. Pois, a soma de polindmios de grau menor ou igual
a n é um polindmio de grau menor ou igual a 7 e a multiplicacdo de um polindmio
por escalar é um polindmio de mesmo grau.

Exemplo 4.30. Seja R(®) o conjunto das listas infinitas (xq,x2,...,Xp,...) de
ntimeros reais tais que x; # 0 apenas para um nimero finito de indices i. R(®) é um
subespago de R, pois a soma de duas listas com um niimero finito de componentes
ndo nulas é uma lista que também tem somente um niimero finito de componentes
ndo nulas. O mesmo ocorre com a multiplicagdo por escalar.

Exemplo 4.31. Seja X um conjunto nado vazio. O conjunto
Wy ={f e F(X;R)| f(—x) = f(x) paratodo x € X'}
das fungdes, f : X — R, pares e o conjunto

Wy, ={f € F(X;R) | f(—x) = —f(x) paratodo x € X'}
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das fungdes, f : X — R, impares sao subespagos, pois a soma de fung¢des (im)pares
e a multiplicacdo de uma fungdo (im)par por um escalar sdo também funcoes
(im)pares (verifique!).

Exemplo 4.32. O conjunto C°(I) das fungdes reais continuas, que sdo definidas no
intervalo I, é um subespaco do espaco das fungdes reais F(I;R). Pois, a soma de
fungdes continuas é uma fungdo continua e 0 mesmo acontece com a multiplicacdo
de uma fungdo continua por um escalar.

Exemplo 4.33. Seja C"(I), para n inteiro positivo, o conjunto das fung¢des reais que
possuem a n-ésima derivada continua no intervalo I. C"(I) é um subespaco de
C™(I), para 0 < m < n. E C®(I), o conjunto das fungdes que possuem todas as
derivadas, é um subespago de C"(I), para todo n inteiro positivo.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 539)
4.3.1. Determine o vetor X, tal que 3X — 2V = 15(X — U), para vetores V e U fixos dados.
. 6X — 2Y = U .
4.3.2. Determine o vetor X, tal que { 3X + Y — u4y -paa vetores V e U fixos dados.
4.3.3. Verifique que o polindmio > + 2t + 7 é combinacio linear (soma de multiplos escalares) de t* + 1 e t + 3.
2
4.3.4. Verifique que a funcdo constante igual a 3 é combinagio linear de g(t) = 5tan®t e h(t) = i
4.3.5. Quais dos seguintes vetores sdo combinagdo linear de X; = (4,2, -3), X, = (2,1,-2)
e X3 =(-2,-1,0)?
(a) (1/1/1)/ (C) (_21_1/ 1)/
4.3.6. Verifique se sdo espagos vetoriais os seguintes conjuntos:
(a) OR? com a adigdo usual e a multiplicacdo por escalar definida por a(x,y) = (ax,0).
(b) OR? com (x1,y1) + (x2,¥2) = (x1 + 2x2,y1 + 2y») e a multiplicacao por escalar usual.
(c) OR? com (x1,y1) + (x2,¥2) = (y1 + y2, X1 + x2) e a multiplicagdo por escalar usual.
(d) O conjunto dos ntimeros reais positivos, com x 4+ y = xy e ax = x*. Qual é o vetor nulo?
Exercicios Teodricos
4.3.7. Sejam X um conjunto ndo vazio e V um espaco vetorial. Mostre que, com as defini¢des naturais de
soma e multiplicagdo por escalar de fungdes, o conjunto das funcdes de X em V, F(X;V), é um espaco
vetorial.
4.3.8. Mostre que em um espago vetorial o vetor nulo é tinico e para cada vetor V o simétrico —V também é

unico.
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4.3.9. Prove que em um espago vetorial V, X + W = X + U implica que W = U.
4.3.10. Em um espago vetorial, «X = X implica que « = $? Ese X # 0?

4.3.11. Mostre que se V pertence a um espaco vetorial V e n é um inteiro positivo, entdio nV =V +... +V (n
parcelas).
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Figura 4.17: Soma de vetores do plano a;x + Figura 4.18: Multiplicacao de vetor por escalar
ayy+a3z=0 do plano ayx + apy + azz =0
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Teste do Capitulo

Considere a matriz

0 0
0 2
0 4

0
A= 1
2

1. Encontre os valores de A tais que o sistema homogéneo (A — Al3) X = 0 tem solugdo nao trivial.

2. Para os valores de A encontrados no item anterior, encontre uma base para o espago solugdo de

(A—AL)X =0.

3. Determine o espaco linha, o espago coluna e o posto de A.
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Capitulo 5

Ortogonalidade

5.1 Produto Escalar em R”

5.1.1 Produto Interno

Vimos que podemos estender a soma e a multiplicacdo de vetores por escalar para o
R". Podemos estender também os conceitos de produto escalar e ortogonalidade.

290
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Definicdao 5.1. (a) Definimos o produto escalar ou interno de dois vetores
X = (x1,...,xn) € Y=(y1,...,yn) €R"

por

n
XY =x1y1 + X2+ Xnln = Y XilY; -
i-1

(b) Definimos a norma de um vetor X = (x1,...,x,) € R" por

n
X[ =VX-X=/a2+...+2% =) 2.
i=1

Escrevendo os vetores como matrizes colunas, o produto interno de dois vetores
X1 n
Xn Yn

pode ser escrito em termos do produto de matrizes como

XY = Xty.
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Exemplo 5.1. Sejam V = (1,—-2,4,3,5) e W = (5,3,—1,—2,1) vetores do R5. O
produto escalar entre V e W é dado por

V-W=1)5)+(=2)8) + @) (-1) +(3)(=2) + (5)(1) = —6.

As normas de V e W sdo dadas por

V]| = /12 + (~2)2 + 42 + 32 4 52 = /55,

W] = /52 +32 4 (~1)2 + (~2)2 + 12 = V0.

Sao vélidas as seguintes propriedades para o produto escalar e a norma de vetores
do R™.

Proposicdo 5.1. Se X,Y e Z sio vetores de R" e « é um escalar, entio
(a) X-Y =Y - X (comutatividade);
() X-(Y+Z) =X Y+ X - Z (distributividade em relaciio a soma);
(0 (aX) Y =a(X-Y)=X-(aY);
(d) X-X=||X||>>0e]||X]|| = 0se, e somente se, X = 0;
(¢) [JaxX|| = |a] IXI|;
() 1X-Y| <||X||||Y]| (desigualdade de Cauchy-Schwarz);
(@) ||X+YI|| < ||X]|| + ||Y]|| (desigualdade triangular).
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Demonstracdo. Sejam X,Y,Z € R" e« € R. Usando o fato de que se os vetores
sdo escritos como matrizes colunas, entdo o produto escalar pode ser escrito como o
produto de matrizes, X - Y = X'Y, e as propriedades da &lgebra matricial (Teorema
1.1 na pagina 9), temos que

(a) X.Y:x1y1+...+xnyn:y1x1+...+ynxn:Y.X.
b) X-(Y+2) =X (Y+2Z)=X'Y+ X' Z=X-Y+ X Z

(© a(X-Y) = a(XY) = (aX)Y = (aX)!Y = (aX) Y. A outra igualdade ¢é
inteiramente andloga.

(d) XX é uma soma de quadrados, por isso é sempre maior ou igual a zero e é
zero se, e somente se, todas as parcelas sao iguais a zero.

(e) [|laX||? = (ax1)?+ -+ (axy)? = a®(x2 4 - - - + x3) = a?||X||%. Tomando a raiz
quadrada, segue-se o resultado.

(f) Anorma de AX + Y é maior ou igual a zero, para qualquer A real. Assim,
0 < AX+Y[P = (AX+Y)- (AX+Y) = (||X[)A + 2X - Y)A +[|Y]?,

para qualquer A real. Logo, o discriminante deste trindmio tem que ser menor
ou igual a zero. Ou seja, A = 4(X - Y)? — 4||X||?||Y]|? < 0. Logo,

XY < XYL

(g) Pelo item anterior temos que

IX+Y[P = (X+Y)-(X+Y)=|[X[*+2X-Y+]]Y]?
X +2(X - Y]+ |[Y]]?
X2+ 2{ | XY+ Y] = (X + YD

IN A
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Tomando a raiz quadrada, segue-se o resultado. |

Dizemos que dois vetores X e Y sdo ortogonais se X - Y = 0. As propriedades do
produto escalar permitem introduzir o conceito de bases ortogonais no R"”. Antes
temos o seguinte resultado.

Proposicao 5.2. Se Vi, ..., Vi sdo vetores ndo nulos de R" ortogonais, isto é, V; - V; = 0, para i # j, entdo

(a) O conjunto {Vy,...,Vy}éL.L

k
V-V
(b) SeV = E «;V;, entdo a; = VH;
i

= ]

Demonstracdo. (a) Considere a equacao vetorial
x1V1+...+kak:G. (5.1)

Fazendo o produto escalar de ambos os membros de (5.1) com V;,i =1,...,ke
aplicando as propriedades do produto escalar, obtemos

(Vi Vi) +. o4 x (Vi Vi) + .o+ x (V- Vi) =0. (5.2)
Mas, V; - V; = 0,se i # j. Assim, de (5.2) obtemos que
xi|[Vi[[> = 0.

Mas, como V; # 0, entdo || V|| #0ex; =0, parai =1...,k.
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(b) Seja

k
i=1

Fazendo o produto escalar de V com V;, paraj =1,...,k, obtemos que

k k
v (Law) = D) = IIE
i=1 i=1
Assim,
VY i=1,...,k
N = , paraj=1,...,k
R

Definimos a projecdo ortogonal de um vetor V sobre um vetor ndo nulo W por

V-W
0],V = <> W.
Prolw WP

Observe que a projegdo ortogonal de um vetor V sobre um vetor ndo nulo W é um
multiplo escalar do vetor W. Além disso temos o seguinte resultado.

Proposicdo 5.3. Seja W € R" um vetor ndo nulo. Entdo, V — projy, V é ortogonal a W, para qualquer vetor V € R".
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Demonstracdo. Precisamos calcular o produto escalar de W com V' — projy,, V:

V-w

V — proj,, V -W=V~W—(

) W-W=0.
Portanto, V — proj,, V é ortogonal a W. |

O préximo resultado é uma generalizacdo da Proposicdo 5.3.
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V — proj,, V
<

V — projy, V

projy, V. W projyy V w

y

Figura 5.1: Projecao ortogonal do vetor V sobre o vetor W

Vﬂ;)rojw1 V—projy, V

| projy, V

Projyg, V-+projy,, V

Figura 5.2: V —proj,, V —proj,, V é ortogonal a Wy e a W,
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Proposicdo 5.4. Sejam Wy, Wy, ..., Wy vetores nio nulos do R", ortogonais entre si, entdo para qualquer vetor V,

V —projy, V — ... — projy, V é ortogonal a Wi, parai =1,... k.

Demonstragdo. Vamos calcular o produto interno de V — projy, V — ... — proj,, V
com W, para j = 1,...,k

k k .
V. -W: V-W
V -y projy V -m—v-w,--};(;)wi-vxfj—v.wj— Tk ) W W =0,
R S\ Wil gl

poisWi-W]-:O,sei;éjer'WjZHWjH2~ u

Exemplo 5.2. Considere o sistema linear homogéneo AX = 0, em que

Escalonando a matriz aumentada do sistema acima, obtemos a matriz escalonada
reduzida ‘

1 10 0 1:0

001 -1 1:0
000 000

E assim a solugdo geral do sistema pode ser escrita como

X1]=—0—79 Xo=7, xX3=—a+p, x4 =Px5s =0

Introducao a Algebra Linear
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para todos os valores de a, B,y € R, ou seja, o conjunto solugdo do sistema AX = 0
é

W = {(x1,x2,x3,x4,%5) = (—x — 7,7, —a+B,B,a) | a,B,veR}.

Agora, um elemento qualquer de W pode ser escrito como uma combinacao linear
de vetores de W:

(—a—y,v,—a+B,Ba) = (-0, —a,0,a)+(0,0,880) +(—7,700,0)
lx(fl, 0,—1, 0,1) + ﬁ(0,0, 1, 1,0) + ’)/(fl, 1,0, 0,0)

Assim, todo vetor de W pode ser escrito como combinagéo linear dos vetores

V1 =(-1,0,-1,0,1), V, = (0,0,1,1,0) e V53 = (-1,1,0,0,0)

pertencentes a W (V] é obtido fazendo-sea =1ef = v =0, V, fazendo-sea = v =0
ep =1eVzfazendo-seaw = f = 0ey = 1). Além disso segue da equagdo anterior
que V;, Vo e V3 sdo LI Logo {Vy, Vo, V3} é uma base de W.

Vamos, agora, encontrar uma base ortonormal para W. Para isso vamos aplicar a
Proposicdo 5.3 na péagina 295.

Wl - Vl - (_1/01_1/0/1)1
1 1
W, = W —projw1 V, =(0,0,1,1,0) + g(—l,o,—l,o,l) = 5(—1,0,2,3,1)
1

W; = V3— projwl Vs — projw2 V3 =(-1,1,0,0,0) — g(—l,O,—l,O,l) — 11—5(—1,0,2,3,1)

1

= —-(-3,51,-1,-2
o )

Agora, vamos “dividir” cada vetor pela sua norma para obtermos vetores de norma
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igual a 1 (unitarios).

1 1 1 1
u == Wy = _7/0/_7/017
! <||W1II> =50 5%5
1 1 2 3 1
U = W = = /0/ 7 7
? <||Wz||> N AV, AV, OV, L
1 3 5 1 1 1
U3 = W3:(_ ’ ’ r T )
|| W3l 2v/10°2v/10° 2107 210" /10

5.1.2 Bases Ortogonais e Ortonormais

Defini¢do 5.2. Seja {V, ..., Vi} uma base de um subespaco de R".

(a) Dizemos que {Vi,...,Vi} é uma base ortogonal, se V; - V; = 0, para i # j, ou seja, se quaisquer dois
vetores da base sdo ortogonais;

(b) Dizemos que {V4, ..., Vi } é uma base ortonormal, se além de ser uma base ortogonal, ||V;|| = 1, ou seja,
o vetor V; é unitario, parai =1,...m.

Exemplo 5.3. A base candnica de R", que é formada pelos vetores
E,=(1,0,...,0), E»=(01,0,...,0), ... E,=(0,...,0,1)

¢ uma base ortonormal de R".
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Exemplo 5.4. No Exemplo 5.2, {W;,W,, W3} é uma base ortogonal de W e
{Uy, U, U3} é uma base ortonormal de W.

O resultado a seguir mostra que o procedimento usado no Exemplo 5.2 conhecido
como processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt pode ser aplicado a qualquer
subespaco de R”. Nas Figuras 5.3 e 5.4 vemos como isto é possivel no caso em que o
subespaco é o R?, ja que o R? é subespago dele mesmo.

Teorema 5.5. Seja {V4, ..., Vi} uma base de um subespago W de R". Entdo, existe uma base {Uj, ..., Uy} de W que é
ortonormal e tal que o subespago gerado por Uy, ..., U; é igual ao subespago gerado por Vy,...,Viparaj=1,... k.

Demonstracdo. (a) Sejam

Wi = Vp,

Wz = Vz — pI‘O]'W1 Vz ;

W3 = V3 —projy, V3 — projy, V3,

Wy = Vi— projWl Vi — prosz Vi.o..— projWkA Vs

Pela Proposicao 5.3, segue-se que W, é ortogonal a Wy e W, # 0, pois V; e
V, sdao L.I. Assim, W; e W, formam uma base ortogonal do subespago gerado
por Vi e V,. Agora, supondo que Wi,...,Wi_1 seja uma base ortogonal do
subespaco gerado por Vi, ..., Vi_1, segue-se da Proposicdo 5.4, que Wy é orto-
gonala Wy, ..., Wy_1. Wy # 0, pois caso contrério, Vj pertenceria ao subespago
gerado por Wy, ..., Wi_1 que é igual ao subespago gerado por Vi,...,Vi_q e
assim Vi, ..., Vi seriam L.D. Como Wi, ..., W sdo ortogonais ndo nulos, pela
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Proposigdo 5.2 na pégina 294, eles sdo L.I. e portanto formam uma base do
subespaco W.

(b) Sejam, agora

1 1 1
=757 |Wi, W=7 |Wo, ..., U= |77 ] Wi.
' <||W1I|> v (Wzll) ’ ¢ (||Wk|> ¢

Assim, {Uj, ..., Uy} é uma base ortonormal para o subespago W.
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5.1.1.
5.1.2.

5.1.3.

5.1.4.

5.1.5.

5.1.6.

5.1.7.

5.1.8.

5.1.9.
5.1.10.
5.1.11.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 542)
Sejam X = (1,1, —2) e Y = (a,—1,2). Para quais valores de a, X e Y sdo ortogonais?

Sejam X = (1/\@, 0, 1/\@) eY = (a, 1//2, —Db). Para quais valores de a e b, o conjunto {X, Y} forma
uma base ortonormal do subespaco gerado por eles?

Use o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonormal para o
subespaco de R* que tem como base {(1,1,-1,0),(0,2,0,1), (—1,0,0,1)}.

Use o processo de ortogonalizacgio de Gram-Schmidt para transformar a base do R3
{(1,1,1),(0,1,1),(1,2,3)} em uma base ortonormal do R>.

Encontre uma base ortonormal para o subespago de R® que consiste de todos os vetores (a, b, c) tais que
a+b+c=0.

Encontre uma base ortonormal para o subespaco do R* que consiste de todos os vetores (a,b,c,d) tais
quea—b—2c+d=0.

Encontre uma base ortonormal para o espago solucdo do sistema homogéneo

x +y — z =0
2x + y + 2z = 0.

Considere as retas (x,y,z) = t(1,2,—-3) e (x,,z) = (0,1,2) +5(2,4,—6) em R®. Encontre a equagio
geral do plano que contém estas duas retas e ache uma base ortonormal para este plano. Complete esta
base a uma base ortonormal de R3.

Exercicios Tedricos
Mostre que para todo vetor V € R" e todo escalar «, ||a V|| = | ||V]].
Mostre que se V é ortogonal a W, entdo V é ortogonal a aW, para todo escalar «.

Mostre que se V é ortogonal a Wy,..., W), entdo V é ortogonal a qualquer combinacdo linear de
er ey Wk-
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5.1.12. Sejam X, Y e Z vetores do R". Prove quese X -Y = X - Z, entdo Y — Z é ortogonal a X.
5.1.13. Mostre que se Wy, ..., W sdo vetores ndo nulos ortogonais entre si e X = a1Wj + ... + a;Wj, entdo
X = projy, X + ... 4 projy, X.
5.1.14. Sejam Vi,...,V; vetores linearmente dependentes. = Mostre que, aplicando-se o processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt aos vetores Vi, ..., Vi, se obtém um vetor W; que é nulo, para al-
gumi =1,... k. (Sugestdo: Seja V; o primeiro vetor tal que V; € [V4,...,V;_1] = [Wy,...,W;_1] euse o
exercicio anterior.)
5.1.15. Seja S = {Wj, ..., W} uma base ortogonal de um subespaco W de R". Mostre que um todo vetor V de
W pode ser escrito como
V.-W V-W, V- Wy
V= Wi + Wo+...4+ —= W,
[[Wa |2 [ W22 [ [Well?
(Sugestao: escreva V = x; Wy + ... + x; Wy, faga o produto escalar de V com W; e conclua que x; = \Km'
parai=1,...,k.)
5.1.16. Mostre que o conjunto de todos os vetores do R” ortogonais a um dado vetor V = (ay,...,a,),
W={X=(x1,...,x5) € R" | X-V =0} ¢éum subespago do R".
5.1.17. Demonstre que, se V e W sdo vetores quaisquer do R”, entdo:
(@) V-W=L[||V+W|?— ||V - W]|]?] (identidade polar);
) [IVIP+[IWIP = 3(IlV + W[ + ||V — W|]*) (lei do paralelogramo).
(Sugestao: desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
IV+W[E=(V+W)- (VW) e[V -W[?=(V-W) (V-W)
5.1.18. Seja {Uj, ..., U, } uma base ortonormal de R". Se A = [ U; ... U, | é uma matriz n X n cujas colunas

sdo os vetores Uy, ..., U,, entdo A é invertivel e A~1 = Al (Sugestao: mostre que AtA = I, usando o
fato de que U; - U; = UfU;.)
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5.1.19. Mostre que o angulo entre dois vetores ndo nulos X = (x1,...,x,) e Y = (y1,...,yn) de R", que é
definido como sendo o ntimero real 6 entre 0 e 77 tal que
XY
estd bem definido, ou seja, que existe um tal nimero real 6 e é tnico. (Sugestdo: mostre, usando a
desigualdade de Cauchy-Schwarz, que
XY
1< 1)
XYY
5.1.20. Seja W um subespaco de R". Mostre que o conjunto de todos os vetores ortogonais a todos os vetores de
W é um subespaco de R”. Este subespago é chamado de complemento ortogonal de W e denotado por
WL, ou seja,
Wt ={XecR"|X-Y =0,paratodo Y € W}.
5.1.21. Mostre que todo subespaco W de R" é o espago solugdo de um sistema linear homogéneo. (Sugestao:
seja {Wy, ..., Wi} uma base de W+ tome A = [ Wy ... W, |*.)
5.1.22. Embora ndo exista o produto vetorial de dois vetores em R", para n > 3, podemos definir o produto

vetorial de n — 1 vetores, Vi = (011,...,014),---, Va1 = (V(—1)1,+ - -+ U(n—1)n) COMO
VixVox - xV,_1= ((_1)n+1 det(l)i]‘)]'#l, (_1)n+2 det(ZJi]‘)]'#z, ceey (_1)271 det(vi]')]-#n) .

Mostre que:
(@ Vi x Vp x ---x V,_q éortogonala V,...,V,_;.
(b) DC(Vl X Vpx--- XVn_l)Zvl XeeaVix o x Vg
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W; =
 Ya—projy, Vs
_prOjWZ'V3. ]
e
Projy,Vs
proleVZ

Figura53: Wy = Vi e Wy = V5 — PrOjW1 V2

Projy, Va+projy, Va
Figura 5.4: W3 e 13/'3 — g%‘(;jwl Vs — Projy, V3
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5.2 Subespacos Ortogonais

Se N = (a,b,c) é um vetor ndo nulo de R?, o conjunto dos vetores que sdo ortogonais
a N, é um plano que passa pela origem e tem N como vetor normal. Neste caso
dizemos que o plano é o subespago ortogonal ao conjunto {N}.

Defini¢io 5.3. Seja S um subconjunto néo vazio de R". O complemento ortogonal de S, denotado por S+, é
o conjunto de todos os vetores de R" que sdo ortogonais a todo vetor de S. Ou seja,

St ={XeR"| X -Y=0paratodoY € S}.

Mesmo quando S ndo é um subespago, S+ é um subespago.

Proposicdo 5.6. Seja S um subconjunto de R". Entdo, o conjunto S* é um subespago.

Demonstracido. Vamos verificar as propriedades (a) e (b) na pagina 228 que definem
um subespago.

(a) Sejam X; e X, vetores de S*. Entdo,

(X14+X2) - Y=X1-Y+X,-Y=0+0=0, paratodoY € S.

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



308 Produto Escalar em R”

(b) Seja X € S+ e « um escalar. Entdo,

(aX)-Y=a(X-Y)=a0=0, paratodoY € S.

Exemplo 5.5. Se S = {0} C R", entdao S+ = R". Se S = R", entdo S+ = {0}.

Exemplo 5.6. Seja S = {N = (ay,...,a,)} C R". Entdo,

St={X=(x1,...,x,) €ER" | ayx1 + ...+ ayx, =0}.

Exemplo 5.7. Seja S = {V4,..., Vin} C R", em que
Vl = (an,...,aln),...,Vm = (aml,...,amn).
Entao,

St={XeR"|AX =0}, emqueA = (a)mxn-

Se S = W é um subespago, além de W+ ser um subespaco, sdo vélidas as proprie-
dades a seguir.

Proposicdo 5.7. Sejam W um subespago de R" e W o seu complemento ortogonal. Entdo:
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(a) Todo vetor de V € R" se decompde de maneira tinica como uma soma de dois vetores Vy e V,, sendo Vi pertencente
a W e V, pertencente a W, ou seja, para todo V € R" existe um tinico Vi € W e um tinico Vo € W+ tal que

V=V+"W.

(b) O subespago ortogonal de W é W, ou seja,
(WH+ =w.

Demonstracdo. (a) Seja V um vetor qualquer de V. Seja Wy, ..., W;;, uma base or-
togonal de W.
Defina Vi = proj,, V + ... + projy,, V. Pela Proposicao 5.4 na pagina 298, o
vetor V, = V — V; é ortogonal a Wy, parak = 1,...,m. Logo, V, é ortogonal
a todo vetor de W e portanto V, € WL, Assim, V = V3 + Vs, com V; € We
V, € WL,

Sejam X € We Y € W tais que V = X + Y. Entdo,
Vi = projy, V+...+projy, V = projy, (X +Y) +... + projy, (X+Y)
= projy, X +... +projy X =X,
pois como Y € W+, projwk(X +Y) = projy, X, para k = 1,...,m e como
X € W, pela Proposicao 5.2 na pagina 294, X = proj,, X + ... + proj,, X.
E
Y=V-X=V-Vi=W.

(b) Todo elemento de W claramente pertence a (W+)+. Assim, W C (W+).. Falta
mostrar que (W)L C W. Seja X € (W')+. Entdo, X = U+ V,emque U € W
eV € Wt. Assim,

0=X-V=U+V)-V=U-V+V.-V=V.V=|V|>~
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Consequentemente, V = 0. Assim, X € We (V\VL)L C W. Portanto,
(WhHL =w.

Seja W um subespago do R". Dado um vetor V € R", em virtude da Proposi¢do 5.7
existe uma tnica decomposi¢do V = V; + V,,com V; e We V, € W-L. O vetor V4 é
chamado projegao ortogonal de V no subespaco W e é denotado por projy V.

Se {Wl, .., Wm} é uma base ortogonal de W, entdo decorre da demonstragdo da

Proposicdo 5.7 que

projWV = projle +...+ proijV A

Exemplo 5.8. Seja W o subespaco gerado pelos vetores
V1 =1(1,0,0,0),V» = (1,1,0,0), V3 = (—4,—4,1,1).

Seja X = (—2,—4,0,2). Vamos encontrar Y € We Z € W tais que X = Y + Z.
Basta tomarmos Y = projjyXe Z = X - Y.

Para encontrar esta decomposi¢do vamos aplicar o processo de ortogonalizacdo de
Gram-Schmidt aos vetores Vi, V, e V3 obtendo W;, W, e W3 uma base ortogonal de
W.

W1 = V1, Wz = Vz—projwlvz = (0,1,0,0),

W3 = V3 — projyy, V3 — projy, V3 = (0,0,1,1).

Assim,

Y = projy X = Projpy, X + projpy, X + projy, X = (-2,-4,1,1) e Z=X-Y=(0,0,

-1,1)
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5.2.1 Subespacos Fundamentais

Lembramos que a imagem de uma matriz A, m X n, é o subespaco definido por
IZ(A)={Y e R"| AX = Yparaalgum X € R"},

que é igual ao espago coluna de A (Proposicao 4.17 na pagina 266). Lembramos
também que o niicleo de A é definido por

N(A)={XeR"|AX =0).

Ja vimos que dim(N(A)) + dim(Z(A)) = n (Teorema 4.18 na pagina 268). Observe
que enquanto N'(A) é um subespago do R"”, Z(A) é um subespago do R™. Mas,
Z(A") é também um subespaco de R" e N'(A') é um subespago do R™. Assim, N'(A)
e Z(A") sdo subespacos do R" e N'(A!) e Z(A) sdo subespacos do R™ e sdo vélidas
as seguintes relacdes de ortogonalidade.

Teorema 5.8. Se A é uma matriz m X n, entio

(a) N(A) =T(AH*L.
(b) N(AY) =T(A) .
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Demonstracio. (a) Um vetor V pertence ao nucleo de A se, e somente se, AV = 0.
Isto acontece se, e somente se, AV é ortogonal a todo vetor Y € R, ou seja, se,
e somente se, Y/ AV = 0 para todo vetor Y € R™. Esta equagdo é equivalente
a sua transposta, ou seja, VIA'Y = 0. Variando-se Y em R™, A'Y percorre
toda a imagem de A’. Assim, VIA'Y = 0, para todo Y € R se, e somente se,
V € I(A"L. Portanto, V € N'(A) se, e somente se, V € Z(A!)L.

(b) Basta aplicar o item anterior a A.

5.2.2 Problema de Quadrados Minimos

Muitos problemas, quando modelados, levam a sistemas lineares A X = B, que sdo
inconsistentes (isto €, ndo possuem solucdo), apesar dos problemas que os origi-
naram requererem solucdo. A inconsisténcia vem com frequéncia devido a erros
experimentais na matriz B. Uma forma de resolver esta inconsisténcia é resolver o
problema de quadrados minimos associado, ou seja,

min ||A X — B||.

Apesar de ndo ser esta a tinica forma de resolver a inconsisténcia, pode-se mostrar
que se os erros em B forem ndo viciados e os b; tiverem a mesma varidncia (fixa),
entdo a solugdo do problema de quadrados minimos é a que tem a menor varidncia
dentro de um certo conjunto de “solugdes”.

O teorema seguinte € a chave para a solugdo do problema de quadrados minimos.
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V=W+Uu

Figura 5.8: Ponto em um subespago mais

Figura 5.6: Decomposi¢dao de um ponto X = Y + Z,
préximo do ponto B
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Teorema 5.9. Seja A uma matriz m x n. O problema de quadrados minimos:
min [|AX — B||?

é equivalente a resolver o sistema linear consistente
A'AX = A'B,

chamado de sistema de equag¢ées normais.

Demonstracio. O problema de quadrados minimos
min ||AX — BJ|?
pode ser escrito como

min |[|[Y-B|*> e Y=AX. (5.4)
YEZ(A)

Seja W = Z(A). Segue da Proposi¢do 5.7 na pagina 308 que existe uma unica
decomposi¢ao de B como
B=Q+7Z

em que Q € We Z € W+, Vamos mostrar que

in |[[B—-Y|| =||B— Q||
min || I=11B—Qll

Seja Y um vetor qualquer de W. Temos que

Y =BIP=[l(Y -Q)+(Q-B)IP=lY - QIF +2(Y - Q) - (Q— B) +|[B - Q|I*.
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Mas,
(Y-Q)-(Q-B)=Q-(B-Q)-Y-(B-Q)=0,
poisY,Q e WeB— Q= Z € W, Logo,

Y =B =[I(Y-=Q+(Q-B)=ly-QF+[B-Ql’ (5
Variando Y em W, vemos de (5.5) que o minimo de ||Y — B|| ocorre somente para
Y = Q,ja que ||B — Q||? permanece fixo em (5.5) quando variamos Y em W. Por-
tanto,

in|[B—Y|| =|B— Q|
min || | =1[B-Qll

em que o ponto Q é tal que B — Q € W, Assim, a solucdo do problema (5.4) é um
ponto X € R" tal que B— AX € Z(A)*. Mas, Pelo Teorema 5.8 Z(A)+ = N(A?).
Assim, X é tal que

Al(B— AX) =0.

Ou seja, a solucdo do problema de quadrados minimos € a solucao do sistema linear
A'AX = A'B.
|

Exemplo 5.9. Vamos determinar a reta de equagdo y = ax + b que melhor se ajusta
aos pontos P; = (—3,6),P, = (0,4),P; = (1,0) e Py = (2,2) no sentido de quadra-
4
dos minimos, ou seja, tal que Z(yi — ax; — b)? seja minimo. Substituindo-se estes
i=1
pontos na equagdo da reta obtemos o seguinte sistema

-3a + b = 6
b = 4

a + b =0

20 + b = 2
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Para este sistema temos que A = eB = Para encontrar a

-3 1 6
01 4
11 0
21 2

solucdo de quadrados minimos deste sistema temos que resolver as equagdes nor-

mais AIAX = A!B. Neste caso,

b, [14 0 b, [ —14
AA[O4 e A'B=| |,

Assim a solugdo de quadrados minimos ¢ X = [—1 3]}, oua = —1,b = 3. A reta
Yy = —x + 3 é areta procurada.

Exemplo 5.10. Vamos determinar a pardbola de equagdo y = ax? + bx + ¢ que me-
lhor se ajusta aos pontos P, = (—2,0),P, = (—1,2),P; = (1,2) e P, = (2,10) no
4

sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que Z(yi — ax? — bx; — ¢)? seja minimo.
i=1
Substituindo-se estes pontos na equagdo da pardbola obtemos o seguinte sistema

da — 20 + ¢ = 0
a — b + ¢c = 2
a + b + ¢c = 2
da + 2b + ¢ = 10
4 -2 1 0
. 1 -1 1 2
Para este sistema temos que A = 1 11 1¢ B = N Para encontrar a
4 21 10

solucdo de quadrados minimos deste sistema temos que resolver as equagdes nor-
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mais AfAX = A!B. Aqui,

3 0 10 44
AtA=1] 0 10 0 e A'B= 20
10 0 4 14

Escalonando a matriz aumentada [A’A|A’B] obtemos que a solugdo de quadrados
minimos é X = [121]f,oua = 1,b =2ec = 1. Ey = x> +2x + 1 é a equacao da
parébola procurada.

Exemplo 5.11. Vamos determinar o circulo de equagdo x* + y> = ax + by + ¢ que
melhor se ajusta aos pontos P; = (—2,0),P, = (0,2),Ps = (1,-3) e P» = (3,1)
4

no sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que Z:(xl2 +y? —ax; — by; — ¢)? seja
i=1

minimo. Substituindo-se estes pontos na equacdo do circulo obtemos o seguinte

sistema

—2a + ¢ = 4
+ 20 + ¢ = 4
a — 3 + ¢ = 10
3¢ + b + ¢ = 10
-2 01 4
. 0 21 4
Para este sistema temos que A = 1 -3 1]°¢ B = 10 |- Para encontrar
3 11 10

a solugdo de quadrados minimos deste sistema temos que resolver as equagdes nor-
mais AIAX = A!B. Aqui,

14 0 2 44
AIA=1] 0 14 0 e A'B=1 20
2 0 4 14
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Escalonando a matriz aumentada [A’A|A’B] obtemos que a solucdo de quadrados
minimos ¢ X = [18/13 —6/7 82/13]!, oua = 18/13,b = —6/7 ec = 82/13. A
equagao do circulo procurado é x? 4+ y? — (18/13)x + (6/7)y = 82/13. O centro
do circulo Py = (xp,1p) e o raio r sdo obtidos pelas equagdes a = 2xp,b = 2y e

2= c—|—x%—|—y%. Assim, xg =9/13,y9 = —3/7er = % ~ 2,6.

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



5.2 Subespacos Ortogonais 319
Exercicios Numéricos (respostas na pagina 546)
5.2.1. Para cada uma das seguintes matrizes determine uma base para cada um dos seguintes subespacos
I(AY,N(A),I(A)eN(AY).
4 — 10 00
1 3 0111
@1 ® 10 011
3 4 112 2
5.2.2. Seja W o subespaco de R? gerado por V = (1, —1,1). Encontre uma base para W+ e dé uma interpretagdo
geométrica para W e W+.
5.2.3. Seja W o subespago do R4 gerado pelos vetores V; = (1,0,—2,1) e V, = (0,1,3, —2). Encontre uma base
para W-.
5.2.4. Encontre a equagdo da pardbola que melhor se ajusta aos pontos dados no sentido de quadrados
4
minimos, ou seja, tal que Z(yi — axiz — bx; — ¢)? seja minimo:
i=1
(@ P =(-21),Ph=(-1,2),P3=(1,0)e Py = (2,7).
(b) pl = (_2/1>/P2 = (_1/3)/P3 = (1/3) € P4 = (2/11)
5.2.5. Encontre a equagdo do circulo que melhor se ajusta aos pontos dados no sentido de quadrados minimos,
4
ou seja, tal que Y (x? + y7 — ax; — by; — c)* seja minimo:
i=1
(@ Py =(—2,0),P,=(0,1),P3 = (1,-2)e Py = (2,1).
(b) P1 = (—2,1), Pz = (—1, —2),P3 = (0,1) e P4 = (2,0)
5.2.6. Encontre a solugdo de quadrados minimos dos seguintes sistemas:

= R

|+ +

AN

+ 44+

N N N N
[

x + 2y = 3 -x + y = 10 B
(a) 2x + 4y = 2 (b) 2x + y = 5 (c)
-x - 2y =1 x — 2y = 20

N =N

=
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Exercicios usando o MATLAB®

5.2.7. (a) Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.
Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

(b) Use o MATLAB® para encontrar os coeficientes a, b, ¢ e d da funcio polinomial
p(x) = ax® + bx* + cx + d que melhor se ajusta aos pontos dados pelas linhas da matriz P, no
sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que ¥(y; — ax? — bx? — cx — d)? seja minimo. A matriz
A=matvand(P(:,1),3) pode ser ttil na solucdo deste problema, assim como a matriz B=P(:,2).

(c) Desenhe os pontos e o grafico do polindémio com os comandos
clf,po(P), syms x, plotfl(axx"3+b*x"2+c*x+d, [-5,5]), em que a,b,c e d sdo os coeficientes ja
encontrados. Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

5.2.8. (a) Use o comando P=randi(6,2), para gerar 6 pontos com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.
Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

(b) Use o MATLAB® para encontrar os coeficientes 4, b, ¢, d e e da conica de equagao
x? + axy + by? + cx + dy + e = 0, cujo grafico melhor se ajusta aos pontos dados pelas linhas da
matriz P, no sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que ¥ (x? — ax;y; — by? — cx; — dy; — e)? seja
minimo. As matrizes M=matvand(P,2), B=-M(:,1) e A=M(:,2:6) podem ser tteis na solugdo deste
problema.

(c) Desenhe os pontos e a conica com os comandos
clf,po(P), syms x y, plotci(x"2+a*x*y+b*y~2+c*x+d*y+e, [-5,5],[-5,5]), em que a,b,c,dee
sdo os coeficientes encontrados no item anterior. Desenhe os eixos coordenados com o comando
eixos.

Exercicios Teoricos

5.2.9. Seja Aj uma coluna néo nula de uma matriz A, m x n. E possivel que Aj pertenca ao N/ (Ah)?

5.2.10. Seja W um subespaco de R" gerado pelos vetores Vj, ..., V. Mostre que V € W+ se, e somente se, V é
ortogonala V;, parai =1,...,k.
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5.2.11. Sejam W; e W, subespagos de R”. Mostre que
(W1 + W)t = Wi nWy
e que
(W N W)t = Wi +Ws.
5.2.12. Sejam S e Sy subconjuntos de R". Mostre que Sy C S implica que S* C Sy
5.2.13. Se A é uma matriz m x n de posto igual a 7, quais as dimensodes de N'(A) e N'(A?)?
5.2.14. Seja A uma matriz m x n.
(a) Mostre que se AX = 0, entdo A'AX = 0;

(b) Mostre que se A’!AX = 0, entdo AX = 0; (Sugestdo: Use o fato de que A’AX = 0 se, e somente se,
AX e N(Ah).)

(c) Mostre que N'(A'A) = N (A).
(d) Mostre que se A’ A é invertivel, entdo as colunas de A sdo linearmente independentes.

(e) Mostre que se A é uma matriz cujas colunas sdo linearmente independentes, entdo A’A ¢ uma
matriz invertivel. Por que neste caso, m > n?

(f) Mostre que posto(A) = posto(A’A).

5.2.15. Sejam A uma matriz m x n com colunas linearmente independentes e B uma matriz m x 1. Mostre
que neste caso, a matriz A’A é invertivel e que vale a seguinte férmula para a solu¢do do problema de
quadrados minimos, min ||AX — B||?,

X = (A'A)1A'B.
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Figura 5.10: Reta que “melhor” se ajusta a

Figura 5.9: A solucdo de quadrados minimos
quatro pontos
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y : y
12 2
10
1
8
. X
-1
]
-2
-3
X
-2 -4
-8 6 4 2 o 2 4 6 8 2 1 o 1 2 3 4
Figura 5.11: Pardbola que “melhor” se ajusta Figura 5.12: Circulo que “melhor” se ajusta a
a quatro pontos quatro pontos
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5.3 Mudanca de Coordenadas

Se as coordenadas de um ponto P no espaco sdo (x,y,z), entdo as componentes do

—
vetor OP também sdo (x,y,z) e entdo podemos escrever

—

OP = (xy,z)=(x00)4+(0,4,0)+(0,0,2)
x(1,0,0) +(0,,0) +2(0,0,1) = xi + yj + zk,

em que i = (1,0,0), 7= (0,1,0) ek = (0,0,1). Ou seja, as coordenadas de um ponto
—

P sdo iguais aos escalares que aparecem ao escrevermos OP como uma combinacdo
linear dos vetores candnicos. Assim, o ponto O = (0,0,0) e os vetores i fe k deter-
minam um sistema de coordenadas ortogonal, {O,?,f,%} Para resolver alguns pro-
blemas geométricos é necessario usarmos um segundo sistema de coordenadas or-
togonal determinado por uma origem O’ e por 3 vetores Uy, U, e Uj ortonormais de
R3.* Por exemplo, se O’ = (2,3/2,3/2),U; = (\/3/2, 1/2,0), U, = (—1/2, \@/2,0)
el; =(0,0,1) = k, entdo {0/, Uy, Uy, U3} determina um novo sistema de coorde-
nadas: aquele com origem no ponto O’, cujos eixos x’,y’ e z’ sdo retas que passam
por O’ orientadas com os sentidos e direcdes de Uy, U, e Us, respectivamente (Figura
5.14).

As coordenadas de um ponto P no sistema de coordenadas {O’, Uy, Uy, U3} é defi-
—

nido como sendo os escalares que aparecem ao escrevermos O'P como combinagao
linear dos vetores Uj, Uy e U3, ou seja, se

—
O'P= x’Ul +]/UQ +ZIU3,

*Em geral, um sistema de coordenadas (ndo necessariamente ortogonal) ¢ definido por um ponto O’ e trés vetores V;,V e V3 L.1. de
R3 (ndo necessariamente ortonormais) (veja o Exercicio 5.3.9 na pagina 335).
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entdo as coordenadas de P no sistema {O’, Uy, Uy, U3 } sdo dadas por

X
/
y .
-
—

Vamos considerar inicialmente o caso em que O = O’. Assim, se OP= (x, y, z), entdo

[Plyorun oty =

—
x'Uy + y'Uy + 2'Uz =OP é equivalente ao sistema linear

QX' =X, emque Q=[U U U;], X' =

xl
!

y

Zl

Como a matriz Q é invertivel (por que?) a solugdo é dada por
X' =Q 'X.

Mas, como Uy, Uy e U3 formam uma base ortonormal de R3, entdo

ut utuy, utu, Ut U -uy Up-U, Uy -Us
QQ=| U | [WlhUs)=| Uil Ul Wl | = | U Uy Uy U Up-Us | =1y
ut utuy, utu, utus Us-Uy Us-Us Us-Us
Assim, a matriz Q = [U; U, U3 | é invertivel e Q! = QF. Desta forma as coordena-

das de um ponto P no espago em relagdo ao sistema {O, Uy, Uy, Uz}, X', i’ e 2’ estdo
unicamente determinados e

X X
Pliouuuy = QPloziry ou | v | =Q" |y
Z z

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



326 Ortogonalidade

Também no plano temos o mesmo tipo de situagdo que é tratada de forma inteira-
mente andloga. As coordenadas de um ponto P no plano em relagdo a um sistema
de coordenadas {O’, Uy, Uy}, em que U e U, sdo vetores que formam uma base or-

tonormal do R?, é definido como sendo os escalares que aparecem ao escrevermos
—

O'P como combinagdo linear de Uj e Uy, ou seja, se

.
O'P= x'U; +y'Uy,

entdo as coordenadas de P no sistema {O’ , Uy, Uy} sdo dadas por

!/
[Plioruy,up) = { ;/ } :

As coordenadas de um ponto P no plano em relagdo ao sistema {O, Uy, Up, U3 } estdo
bem definidas, ou seja, x” e y estdo unicamente determinados e sdo dados por

x! x
[Pliou,uyy = Q'[Plo, £} ou [ Y } =0 [ y } /
emque E; = (1,0) e E; = (0,1). Observe que, tanto no caso do plano quanto no caso
do espago, a matriz Q satisfaz, Q! = Qf. Uma matriz que satisfaz esta propriedade
é chamada matriz ortogonal.

Exemplo 5.12. Considere o sistema de coordenadas no plano em que O’ = O e
U, = (v3/2,1/2)e U, = (—1/2,v/3/2). Se P = (2,4), vamos determinar as
coordenadas de P em relacdo ao novo sistema de coordenadas.

V3/2 —1/2 ]

QZ[Uluz]:{ 12 3/2
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Assim as coordenadas de P em relacdo ao novo sistema de coordenadas sdo dadas
por

[P]{o,uhuz}—Qt{ﬂ—{gﬂ[4]_[\—/%; \/%ZHH_[;\%FJ

Exemplo 5.13. Considere o mesmo sistema de coordenadas do exemplo anterior,
mas agora seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as
coordenadas de P em relagdo ao novo sistema de coordenadas.

As coordenadas de P em relagdo ao novo sistema de coordenadas sdo dadas por

onm=2[5)-[4]151-[ 42 42111
{oun,u2} y us ||y -1/2 v3/2 ||y (—x++3y)/2 |

Exemplo 5.14. Vamos agora considerar um problema inverso aqueles apresentados

nos exemplos anteriores. Suponha que sejam vélidas as seguintes equacdes

ou equivalentemente
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/
x < .
entre as coordenadas [ / ] de um ponto P em relagdo a um sistema de coordenadas

{O, Uy, Uy} e as coordenadas de P, { ; }, em relacdo ao sistema de coordenadas

original
{O,E; =(1,0),E; = (0,1)}.

Queremos determinar quais sdo os vetores U e Uy.

Os vetores U; e U, da nova base possuem coordenadas é } e { (1) }, respectiva-

mente, em relagdo ao novo sistema de coordenadas, {O, Uy, Uz}. Pois,
Uy =1U; +0Up e Uy = 0U; + 1U,. Queremos saber quais as coordenadas destes
vetores em relagdo ao sistema de coordenadas original, {O, E; = (1,0),E; = (0,1)}.

Logo,
a - |

.- |

_

&‘N %‘Nﬁ"i

= O
—_
|
L — |

|
5h-
9]
—_

©)
<
92)
L.
&
&
(¢°]
&
o
o
V)
»
0
S
c
5
¥}
»
a.
Q
=
oV}
o
<X
@)
I
| — |
SING-
|
S-S
—_

5.3.1 Rotacao

Suponha que o novo sistema de coordenadas {O, Uy, U, } seja obtido do sistema ori-
ginal {O,E; = (1,0),E; = (0,1)} por uma rotagdo de um angulo 6. Observando a
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Figura 5.16, obtemos
U, =  (cosf,senf)
U, = (—senb,cosb)

seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de
P em relagdo ao novo sistema de coordenadas.

A matriz
cosf —senf
sen cosf

Q_[U1U2]_{ }—Re

é chamada matriz de rotacao.

As coordenadas de P em relagdo ao novo sistema de coordenadas sdo dadas por
] x| 2 cosf senf x
v |y | | —senf cosf v

O sistema de coordenadas que aparece nos dois primeiros exemplos desta se¢ao po-
dem ser obtidos por uma rotacdo de um angulo 6§ = 71/6 em relacdo ao sistema
original.

5.3.2 Translag¢ao

Vamos considerar, agora, o caso em que O’ # O, ou seja, em que ocorre uma
translag¢do dos eixos coordenados.

Observando a Figura 5.17, obtemos

— S —

O'P=0P — 00’ . (5.6)

Julho 2010

Reginaldo J. Santos



330

Ortogonalidade

N
Assim, se OO'= (h, k), entdo

O'P=(¥,y') = (x,y) — (LK) = (x—hy K

Logo, as coordenadas de P em relacdo ao novo sistema sdo dadas por

[P]{O’,El,Ez} = { ;/ } = { ;:Z } . (5.7)

O eixo x’ tem equagdo v’ = 0, ou seja, y = ke o eixo y/, x' = 0, ou seja, x = h.
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5.3.3 Aplicacao: Computacao Grafica - Projecao Ortografica

Esta projegdo é usada para fazer desenhos de objetos tridimensionais no papel ou na
tela do computador. Com esta projecdo os pontos no espago sdo projetados ortogo-
nalmente ao plano do desenho.

Para encontrar a proje¢do de um ponto P podemos encontrar as coordenadas de P
em relagdo ao sistema 8’ = {O’, Uy, Uy, U3 } e tomar as duas primeiras coordenadas.

Como a projegdo em qualquer plano paralelo ao plano do desenho fornece as mes-
mas coordenadas podemos supor que O’ = O, ou seja, que os dois sistemas tém a
mesma origem.

A relagao entre as coordenadas de um ponto nos dois sistemas
S'={0,Uy, Uy, Uz} e S=1{0,ijk}

é dada por
X' =Q'X, emqueQ=[U; U, U]

Vamos encontrar os vetores U, U e Uz em funcdo dos angulos 6 e ¢. O vetor U é
paralelo ao plano xy e é perpendicular ao vetor (cos6,sen6,0), ou seja,

U; = (—sen6,cosb,0).

Os vetores U, e Uj estdo no plano definido por ke (cosf,senb,0).
U, = —cosg(cosb,senb,0)+sendk = (— cos ¢ cosb, — cospsend,sen )

Us = cosdk+seng(cosh,senf,0) = (sen¢ cosb,sen dsenb,cos )

Assim a relagdo entre as coordenadas de um ponto nos dois sistemas

S'={0,Uy, Uy, Uz} e S=1{0,ijk}

Julho 2010

Reginaldo J. Santos



332 Ortogonalidade
X
Y
z

x

v |-

z

é dada por

x! —sen6 cos 6 0
y | = | —cos¢cost —cospsenf sen¢
sen ¢ cos 6 sen¢gsend cos¢

e a projegdo é dada por

X —senf cos 6 0
y | T | —cospcos® —cospsend sen¢

Por exemplo para 8 = 30° e ¢ = 60° temos que

X7 ~1 B o[ *] _[T-050 o8 o]l
v | T | -8 1ows [ | YT —043 —025 087 || Y |
4 4 2 z z

Usando esta projecgdo os vetores i, j e k sdo desenhados como na figura abaixo.

Experimente desenhar o cubo que tem a origem O = (0,0,0) como um dos vértices
e como vértices adjacentes a origem (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). Observe que ndo é
necessario calcular a projecdo dos outros pontos (por que?)
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 551)

5.3.1. Encontre as coordenadas do ponto P com relacdo ao sistema de coordenadas S, nos seguintes casos:
(@) §={0,(1/v2,-1/v2),(1/V2,1/V2)} e P = (1,3);
(b) S =1{0,(1/v2,-1/+/2,0),(0,0,1), (1/v/2,1/3/2,0)} e P = (2,-1,2);

5.3.2. Encontre o ponto P, se as coordenadas de P em relagdo ao sistema de coordenadas S, [P, sdo:

(a) [Pls = [ % ],emqueS: {O,(—l/ﬁ,l/ﬁ),(1/\@,1/\@)}.

-1
(b) [P]s = [ 1 ],em que S = {0,(0,1/v2,-1/+/2),(1,0,0),(0,1/+/2,1/+/2)}.
2
x
5.3.3. Sejam [P|r = y | as coordenadas de um ponto P em relacdo ao sistema de coordenadas
z
x/
R = {O,ijk}elPls=| v ] , em relagdo ao sistema de coordenadas S = {O, Uy, Uy, U3 }. Suponha
Z/

que temos a seguinte relagéo:

X 1 0 0 x!

y =0 1/2 —V3/2 y | .
z 0 3/2 1/2 z/
Quais sdo os vetores Uy, U, e U3?

q)

5.3.4. Determine qual a rotacdo do plano em que as coordenadas do ponto P = (1/3,1) sdo [

5.3.5. Considere o plano 77 : 3x — /3y +2z = 0.
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(a) Determine uma base ortonormal para o plano em que o primeiro vetor esteja no plano xy.
(b) Complete a base encontrada para se obter uma base ortonormal { U, Uy, Uz} de R3.
(c) Determine as coordenadas dos vetores 7, ]_"e k no sistema {O, Uy, Uy, Us}.

5.3.6. Considere dois sistemas de coordenadas R = {O, i f, 75} eS = {O,f; U,, Uz}, em que o sistema S é obtido
do sistema R por uma rotagao do dngulo 6 em torno do eixo x. Determine a relacdo entre as coordenadas,
(x',y',2), em relagdo ao sistema S e (x,y,z), em relagdo ao sistema R
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Exercicios Teoricos
5.3.7. Mostre que
(a) Rg,Rg, = Ro,+0,-
(b) Ry' =R 4.
5.3.8. Seja B uma matriz quadrada 2 x 2.
(a) Verifique que RyB é a matriz obtida girando as colunas de B de 6.
(b) Verifique que BRy é a matriz obtida girando as linhas de B de —#.
(c) Quais as condigdes sobre B e 0 para que RgB = BRy. Dé um exemplo.

5.3.9. Definimos coordenadas de pontos no espago em relagdo a um sistema de coordenadas determinado por
um ponto O’ e trés vetores Vi, V; e V3 L.I. ndo necessariamente ortonormais do R3 da mesma forma como

fizemos quando os vetores formam uma base ortonormal. As coordenadas de um ponto P no sistema de
—

coordenadas {O’ V1, Vo, V3} é definido como sendo os escalares que aparecem ao escrevermos O'P como
combinacdo linear dos vetores Vi, V, e V3, ou seja, se

%
O'P=x'V1 +y' Vo +2'V3,

entdo as coordenadas de P no sistema {O’ V1, Vo, V3} sdo dadas por

xl

[P]{o’,vl,vz,v3} =Yy
Z/

— —
Assim, se O'P= (x,v,z), entdo x' Vi + y'V, + 2'V3 =O'P pode ser escrito como

X X
(il Yy | =1V
z/ z
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(a) Mostre que a matriz Q = [ V3 V, V3] é invertivel.

(b) Mostre que as coordenadas de um ponto P no espaco em relagdo ao sistema {O’, V3, V,, V3} estdo
bem definidas, ou seja, x’, ' e z’ estdo unicamente determinados e sdo dados por

/

X X
-1 _ -1
[P]{O’,V1,V2,V3} = lz/: = Q ]Z/ - Q [P]{OI,ZﬁE}
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Figura 5.14: Dois sistemas de coordenadas orto-
gonais {O,1,7,k} e {O', Uy, Uy, Uz}

— L L
Figura 5.13: OP= xi + yj + zk
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y A

Figura 5.15: Coordenadas de um ponto P em dois sistemas
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Figura 5.16: Rotacao de um angulo 0
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y A A

o x

Figura 5.17: Coordenadas de um ponto P em dois sistemas (transla¢do)
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Figura 5.18: Projegdo ortografica de um cubo
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342 Ortogonalidade

Figura 5.19: sistemas de coordenadas relacionados a projecao ortografica
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Figura 5.21: Relacdo entre os vetores das bases {Uy, Uy, U3} e {,],k}
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0.4F b

0.2 : b

_0.2 - .

_0.6 - .

-0.8 b

Figura 5.22: Vetores i, j e k desenhados usando projecio ortografica
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Capitulo 6

Transformacdes Lineares (opcional)

6.1 Definicao, Exemplos e Propriedades

6.1.1 Definicao e Exemplos

Lembramos que uma func¢do f de um conjunto A em um conjunto B, f : A — B, é
uma regra que associa a cada elemento do conjunto A, um tnico elemento do con-
junto B. O conjunto A é chamado dominio e o conjunto B é chamado contradominio.
O subconjunto de B formado pelos elementos b € B tais que f(a) = b, para algum
a € A é chamado (conjunto) imagem de f. Para todo elemento a € A, f(a) é
chamado a imagem de 4 por f. Dizemos também que f leva a em f(a).

346



6.1  Defini¢do, Exemplos e Propriedades 347

Defini¢do 6.1. Uma funcdo T : R” — R™ é uma transformacio linear se

T(@X) =aT(X)| e |T(X+Y)=T(X)+T(Y),

6.1)

para todos X, Y € R" e todos os escalares «.
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Transformacoes Lineares

Exemplo 6.1. A funcdo O, que leva todo vetor de R" no vetor nulo de R", ou seja,
O(X) =0, paratodoX € R"

é claramente uma transformacdo linear e é chamada a transformacao linear nula.
Também a transformacdo identidade, I, de R” em R” que leva todo vetor de R" nele
mesmo, ou seja,

I(X) =X, paratodoX € R"

é claramente uma transformacao linear.

Exemplo 6.2. Sejam Py, P, : R? — R? as funcdes que levam todo vetor nas suas
projecOes nos eixos x e Yy, respectivamente, ou seja,

Px(x,y) = (x,0) e Py(x,y) = (0,y), para todo par (x,y) € R%. Deixamos para o leitor
a verificagdo de que Py e Py sdo transformacdes lineares.

Exemplo 6.3. Sejam Ry, R, : R? — R? as funcdes que levam todo vetor nas suas
reflexdes em relagdo aos eixos x e y, respectivamente, ou seja, Ry(x,y) = (x, —y) e
Ry(x,y) = (—x,y), para todo par (x,y) € R?. Deixamos para o leitor a verificagdo
de que Ry e Ry sdo transformagdes lineares.

Exemplo 6.4. Considere a func¢do, Pr, que faz a projecao ortogonal de todo vetor do
plano numa reta que passa pela origem r : (x,y) = t(a,b), ou seja, P, : R? — R?
dada por

P, ) = proj s (1) = 5 ().

Introducao a Algebra Linear
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.
//
L—T
x| L T(X
|
[ ml L
| || | aXpY| TELHATTY)
L |+
| o= 0) =0
LT | |+
LT
=T l L—T |
L
LT | LA Jiles
L—T //
L
//
g R™

Figura 6.1: Transformagdo Linear T : R" — R"

y y
B(X) § Xy
X
PL(X)
Figura 6.2: Projecdo no eixo x Figura 6.3: Projecdo no eixo y
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Ou seja,

a2 ab ab bz
Pr(x,y) = a2+b2x+a2+b2y’a2+b2x+a2+b2y'

Esta transformacao é um caso particular daquela que é tratada no Exemplo 6.6.

Exemplo 6.5. Considere a funcao, R,, que faz a reflexdo de todo vetor do plano em
relacdo a uma reta que passa pela origem r : (x,y) = t(a,b), ou seja, R,(x,y) é tal
que 2P, (x,y) = (x,y) + Ry(x,y). Assim,
Ri(xy) = 2P(xy) — (v y)
a? — b? 2ab 2ab b —a?
- <a2+b2x+ P e a2+b2y> '

Esta transformacao é um caso particular daquela que é tratada no Exemplo 6.6.

Os quatro dltimos exemplos sdo um caso particular do que é apresentado no préximo exemplo.

Exemplo 6.6. Considere a transformacdo T : R" — R™, dada por

X1 a11x1 + ...+ ayXy

X2 ax1X1 + ...+ ayxy Y
TX)=T| . = . , paratodo X € R”,

Xn | am1x1 + ce + amnx”

que pode ser escrita como

a1y ap a1n X1
a1 axp - Ao X2

T(X) = : : : =AX,
Am1  Am2 - nn Xn
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Rx(X)

Figura 6.4: Reflexdo em relagdo ao eixo x

Figura 6.6: Projecdo na reta r

Ry (X) X

Figura 6.5: Reflexdo em relagdo ao eixo y

2P (X) =

X+R/(X)

R( %)

Figura 6.7: Reflexdo em relacao a reta r

JuTho 2010

Reginaldo J. Santos



352 Transformacgdes Lineares

em que A = (a;j)mxn. Segue das propriedades da algebra matricial, Teorema 1.1 na
pagina 9, que T é uma transformacao linear. Pois,

T(X+Y)=AX+Y)=AX+AY =T(X) + T(Y),
T(aX)=A(aX) =aAX =aT(X),
para todos X, Y € R" e escalares «.

Em termos de matrizes, as proje¢des nos eixos x e y podem ser escritas como

s l=loo] ol L=l VL)

as reflexdes em relagéo aos eixos x e y, como

x 1 0 X x| | -1 0 x
R"[y]_[o —1Hy]’ Ry[y]_[ OlHy]’
a projegdo ortogonal e a reflexdo em relagdo a uma reta r : (x,y) = t(a,b), como

a

_a®>  _ab_ a‘=b~ 2ab
pl Y| = a2+b2  a2+h? X R | Y| = a2+b2  a2+b? X
{y} [ ab b ][}/] {y} lzab bz—uzhy]

a2+b2 a2+ b2 a2+b2 2412

6.1.2 Propriedades

Segue da Defini¢do 6.1 que toda transformacédo linear T : R” — R" leva o vetor nulo
de R" no vetor nulo de R™. Pois, se X é um vetor qualquer de R”, entao

T(0) = T(0X) = 0T(X) = 0.
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Segue também da Defini¢do 6.1 que uma fungdo T : R” — R™ é uma transformacao
linear se, e somente se, T(aX + BY) = aT(X) + BT(Y), para todos os vetores
X,Y € R"etodos os escalares a e B. Pois, se T é linear, entdo

T(aX+ BY) = T(aX) + T(BY) = aT(X) + BT(Y).

Por outro lado, se T é uma funcdo tal que T(aX + BY) = aT(X) + BT(Y), para todos
os vetores X,Y € R" e todos os escalares « e B, entdo fazendo o = 1,8 = 1 e depois
B = 0 segue-se que T é uma transformagdo linear.

Se T : R" — R™ é uma transformacdo linear e B = {V,...,V,} é uma base de R”,
entdo todo vetor V € R” pode ser escrito como combinagdo linear de vetores de B,
ou seja, existem escalares «y, ..., a, tais que

n
V == 061V1+-..+06nVn = Zwl‘/l
i=1

Entao
(V) =T (;v) - imiv» - iu(vi).

Por outro lado, se U : R” — R™ é outra transformagdo linear tal que U(V;) = T(V;)
parai=1,...,n, entdo aplicando-se o raciocinio acima, temos que

U(vV)=T(V), paratodoV € R".

Ou seja, U = T. Isto prova o seguinte teorema.
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Teorema 6.1. Uma transformagdo linear T : R" — R™ é totalmente caracterizada pelos seus valores em uma base de
R". Ou seja, se B = {V1, ..., Vy} é uma base de R" e uma funcio T estd definida para valores em B,

T(V)) =W, parai=1,...,n

Entdo, existe um tinica transformagio linear definida em todo espaco R", T : R" — R™, tal que T(V;) = W;, para
i=1,...,n

Exemplo 6.7. Seja Ry : R? — R? a transformagao linear definida na base candnica
por (Figura 6.9)

Ro(E1) =  cosOE;+senbE; = (cosb,senb)
Ry(E;) = —senbEq+cosfE, = (—senb,cosb).

Assim, como (x,y) = x(1,0) +y(0,1) = xE; + yE,, entdo

x B - cos 6 —sent
Ry [ y ] = xRy(E1) +yRy(E2) = x [ sen 6 ] +y[ cos ]

. cosf —senf x
- senf cosf y
Se escrevemos X = (x,y) = (rcosa, rsenw), entdo

Rg(X) = Ry(rcosa,rsenw) = rRy(cosw,senw)
= r(cosacos® —senasenb,cosasenf + senacosb)
r(cos(a+6),sen (a+0)) = (rcos(a+6),rsen (a +0)).

Assim, segue-se da linearidade, que Ry faz uma rotagdo de um angulo 6 em todo
vetor X = (x,y) € R2.
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Seja T : R” — R uma transformagdo linear tal que

1 a1 0 ain 0 a1y
0 a1 1 a2 : 2
T| . |= . , T = ;e T = .
: : : 0 :
0 A1 0 A2 1 Gmn
Sejam X = (x1,...,x,) um vetor qualquer do R" e
E;=(1,0,...,0),E; =(0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1).
Como X = x1E1 + ...+ x,E;, entdo
a1 A1n
a1 a2n
T(X) = xT(Ey)+...+x,T(Ey) =x1 : +.txy
Am1 Amn
ain diz e A1n X1
a1 dp - A2n X2
= = A X,
Am1 Am2 - Amn Xn

em que as colunas de A sdo T(Ey),...,T(E,), ouseja, A = [T(E1)...T(En)], com
T(E;), parai =1,...,n escritos como matrizes colunas. Isto prova o seguinte resul-

tado.

Proposicdo 6.2. Seja T : R* — R"™ uma transformagdo linear. Entdo, T é dada por

T(X)=AX, paratodoX € R",
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em que A = (a;j)mxn = [T(E1) ... T(En) ], com T(E;), parai=1,...,n, escritos como matrizes colunas e
E; = (1,0,...,0),E, = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1).

A matriz A é chamada matriz da transformacdo T (em relagdo as bases candnicas).

Exemplo 6.8. A matrizes de uma transformacao linear pode ser obtida rapidamente
aplicando-se a transformagao nos vetores da base canonica. Por exemplo, as matrizes
das proje¢des nos eixos x e y podem ser obtidas
0
1 7
1 0]

[ Rx(El) Rx(EZ) } = |: 0 -1 | [ Ry(E1> RV(EZ) ] - [ _(1J (1) ]'

[ Px(E1) Pu(Ep) | = [ (1) 8 _ . [ Py(E1) Py(Ez) | = [

o o

as matrizes das reflexdes em rela¢do aos eixos x e v,

as matrizes da projegdo ortogonal e da reflexdo em relacdo a uma reta
r:(x,y) =t(a,b), como

2‘12 2 zab 2 a§7b§ 22ﬂb2
b b b b
[ Pr(El) Pr(EZ) ] = a;; ub-; [ Rr(El) Rr(EZ) ] = uz—;b Zzi_uz

e Nu 24 2

e a matriz da rotacdo de um angulo 6,

cosf —senb

[ Rg(El) RG(EZ) ] ~ | sen® cosf |’
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 553)

6.1.1. Seja T : R — R? uma transformagao linear para a qual sabemos que T(1,1) = (2, —3) e T(0,1) = (1,2).
(a) Determine T(3,—2);
(b) Determine T(a,b).

6.1.2. Determine a transformagio T : R? — R3 tal que T(1,1) = (3,2,1) e T(0, —2) = (0,1,0). Encontre T(1,0)
eT(0,1).

6.1.3. Determine expressdes para as transformagoes lineares Py, Py, Px; : R3 — R3, que sdo projecdes Nos
planos xy, yz e xz, respectivamente.

6.1.4. Considere o plano 7t : x + 2y + 3z = 0. Encontre expressdes para as seguintes transformagdes lineares:

(a) A projecao ortogonal no plano 7t, Pr : R3 — R3.
(b) A reflexdo em relagdo ao plano 71, Ry : R® — R3.

6.1.5. Determine expressdes para as transformacdes lineares R /3 x, R /3y € Rr/3,. que sdo rotagdes de 7t /3 em
relagdo aos eixos x, y e z respectivamente.

6.1.6. Considerearetar: (x,y,z) = t(1,1,1).

(a) Seja Py : R3 5 R3a projecdo ortogonal na reta . Encontre uma expressdo para Pr(x,y, z).
(b) Seja R, : R? — R? a reflexao em relagao a reta r. Encontre uma expressao para R,(x,y,z).

6.1.7. Existe uma tnica reflexdo S do plano que transforma o ponto (5,0) no ponto (3,4). Determine a equagéo
para o eixo da reflexdo S. Verifique que ele passa pela origem. Calcule a matriz (em relagdo a base
candnica de R?) da reflexdo S.

Exercicios Teoricos
6.1.8. Considere o plano 7t : ax + by + cz = 0. Encontre expressoes para as seguintes transformagoes lineares:
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(a) A projegao ortogonal no plano 7, P, : R3 — R3.
(b) A reflexao em relagdo ao plano 7, Ry : R3 — R3.
6.1.9. Determine expressdes para as transformagdes lineares Ry ., Roy Roz R3 — R3, que sdo rotagdes de 6
em relacdo aos eixos x, y e z, respectivamente.
6.1.10. Considere aretar : (x,y,z) = t(a,b,c). Encontre expressdes para as seguintes transformacoes lineares:
(a) A projegao ortogonal na reta r, P, : R — R3.
(b) A reflexdo em relacio a reta 7, R, : R — RR3.
6.1.11. Seja Y = (a,b,c) € R3. Determine a matriz do operador linear T : R? — R3, definido por
B B B vy oz | X z Xy
T(X)=T(x,y,z) =XxY = (det[ b oc ], det{ . c ],det[ i b }),
em relacdo a base candnica.
6.1.12. Seja ¢ uma constante diferente de zero. Uma transformacéo linear T : R?> — R? dada por T(x,y) =

(cx,y), para todo (x,y) € R? é chamada expansio ao longo do eixo x se ¢ > 1 e contragio ao longo
do eixo x se 0 < ¢ < 1. Uma transformagao linear T : R?> — R? dada por T(x,y) = (x,cy), para todo
(x,y) € R? é chamada expansio ao longo do eixo y se ¢ > 1 e contragdo ao longo do eixo yse 0 < ¢ < 1.

Uma transformacéo linear T : R? — R? dada por T(x,y) = (x + cy,y), para todo (x,y) € R? é chamada
cisalhamento ao longo do eixo x. Uma transformagao linear T : R? — R? dada por T(x,y) = (x,y + cx),
é chamada cisalhamento ao longo do eixo y.

(a) Mostre que a matriz elementar que corresponde a trocar duas linhas é a matriz de uma reflexdo em
relacdo a reta y = x.

(b) Mostre que a matriz elementar que corresponde a multiplicar uma linha por um escalar ndo nulo é
a matriz de uma expansdo, ou a matriz de uma contragdo, ou a matriz de uma reflexdo em relagéo
a um dos eixos coordenados, ou um produto de uma matriz de uma reflexdo em relagdo a um dos
eixos coordenados por uma matriz de uma expansdo ou contragdo.
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(c) Mostre que a matriz elementar que corresponde a somar a uma linha um miultiplo escalar de outra
é a matriz de um cisalhamento ao longo de um dos eixos coordenados.

(Sugestao: veja no Exemplo 1.17 na pagina 53 as matrizes elementares 2 x 2 e compare com as matrizes
das transformacgoes definidas acima.)
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y y
Ro(X)
0 Ry(Ey) E2
: o I coso RelEr)
P \|_+*
X —seﬁé‘ él X

Figura 6.8: Transformacdo rotagdo de um
angulo 0

Figura 6.9: Transformacao rotagdo sobre os ve-
tores Eq e Ep
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6.2 A Imagem e o Ntcleo

Definicdo 6.2. Seja T : R” — R uma transformacdo linear.

(a) Onucleo de T é definido pelo conjunto

N(T) = {X € R" | T(X) = 0}.

(b) A imagem de T é definida pelo conjunto

Z(T) ={Y e R" | Y = T(X), para algum X € R"}

(c) A dimensdo do ntcleo de T é chamada de nulidade de T e a dimensdo da imagem de T é chamada posto
de T.

Exemplo 6.9. Sejam O : R" — R™ a transformacdo linear nulae I : R” — R" a
transformacéo identidade. Entao

N(O)=R", Z(0)={0},
N(I) = {0}, Z(I) =R".
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Teorema 6.3. Seja T : R" — R™ uma transformagdo linear. O niicleo, N'(T), e a imagem, Z(T) sio subespagos de R"

e de R™, respectivamente.

Demonstracdo. Para mostrar que um conjunto é um subespago precisamos mostrar
as propriedades (a) e (b) da pagina 228, ou seja, que com relagdo as operagdes de
soma de vetores e multiplicagdo por escalar podemos “viver” nele sem termos que
sair. Vamos mostrar em primeiro lugar que o nticleo de T é um subespaco.

(a) Se X1, X, € N(T), entdo T(X;) = T(X3) = 0. Logo,
T(X;+Xp)=T(X;)+T(Xp) =0+0=0,
ouseja, X1 + Xp € N(T);
(b) Se X € N(T) e « é um escalar, entdo T(aX) = aT(X) = 0. Logo, aX € N (T);
Vamos mostrar, agora, que a imagem de T ¢ um subespaco.

(a) SeY1,Y, € Z(T), entdo existem X1, X, € R" taisque T(X;) = Y1 e T(X3) = Y5.
Seja X = X; + X,. Entdo, TX) =T(Xy+X) =T(X1)+T(X2) =Y, + Yo
Logo, Y1 + Y € Z(T).

(b) SeY € Z(T) e w é um escalar, entdo existe X € R" tal que T(X) =Y. Como T é
linear, entdo T(aX) = aT(X) = aY. Logo, aY € Z(T).

|
Exemplo 6.10. A imagem de uma transformagdo linear de R" em R ndo nula,

f : R" — R, é o conjunto R, pois {0} e R sdo os tinicos subespagos do espaco
vetorial R.

Introducao a Algebra Linear
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Proposicdo 6.4. Seja T : R" — R™ uma transformagdo linear. Se {V1, ...,V } é uma base de R", entio a imagem de
T é gerada por T(Vy),..., T(Vy).

Demonstragio. Seja W € Z(T). Entdo, existe V € R" tal que T(V) = W. Como
{V1,...,Vy} é base de R", existem escalares ay,...,a, tais que V. = aq V) + ...+
a, V. Assim,

W=T(V)=T (Xn: qu,») = Xn:aiT(Vi).
i=1 i=1

Ouseja, T(V1),..., T(Vy) geram Z(T). [ |

Exemplo 6.11. Vamos considerar as proje¢des nos eixos x e y (Figuras 6.2 e 6.3 na
pégina 349)

wly]=lo o Lo o ]=[0 VIV

Geometricamente vemos que o ntcleo de Py € o eixo y, o nicleo de Py € o eixo x,
que sdo os pontos que sdo levados pelas transformagdes na origem. Vemos também
que a imagem de Py é o eixo x, pois todos os pontos sdo levados por Py no eixo x.
Analogamente, a imagem de P, é o eixo y.

Exemplo 6.12. Vamos considerar as reflexdes em relagdo aos eixos x e y (Figuras 6.4
e 6.5 na pagina 351)

S H B H R
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Geometricamente vemos que o nticleo de Ry e o ntcleo de Ry sdo iguais a origem,
pois é o tinico ponto que é levado na origem pelas transformacdes. Vemos também
que as imagens de Ry e de R sdo iguais a R?, pois todo ponto (x,y) é imagem do
ponto (x, y) refletido pelas respectivas transformagoes.

Exemplo 6.13. Consideremos a projecao ortogonal e a reflexdo em relagdo a uma reta

r:(x,y) =t(aDb)
(Figuras 6.6 e 6.7 na pagina 351)

a? ab a?—b? 2ab
p| | = | @7 24P x R, | Y| = | &7 242 x
r y ab b2 y ’ r y 2ab b2—a? y ’
2+b2 242 a2+b2 a2 4p?

Geometricamente vemos que o nucleo de P, é areta s : (x,y) = t(—b,a), perpendi-
cular a reta r que passa pela origem, pois os pontos sobre a reta s sdo exatamente os
pontos que sdo levados por Pr na origem. Vemos também que a imagem de P, é a
proépria reta 7, pois todos os pontos do R? sdo levados na reta r. Geometricamente
vemos que o nicleo de R, é a origem, pois é o tinico ponto do R? que é levado na ori-
gem. Vemos também que a imagem de R, é o R?, pois todo ponto (x,y) é a imagem
do ponto (x, y) refletido por r.

Exemplo 6.14. Geometricamente vemos que a rotacdo de um angulo 6 (Figura 6.8 na

pégina 360)
R,| X || cos # —senf x
91y | — | send cos6 y

tem nucleo igual a origem, pois é o tnico ponto que é levado na origem por Rg.
Vemos também que a imagem de Ry é igual ao R?, pois todo ponto (x,y) é a imagem
do ponto (x,y) girado de —6.
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Seja T : R" — R™ uma transformacao linear. Pela Proposi¢do 6.2 na pagina 355 a transformagao T é dada por
T(X) = AX, paratodoX € R",
onde A = (;j)mxn = [T(E1) ... T(Ey)], com T(E;), parai =1,...,n escritos como matrizes colunas e
Ey = (1,0,...,0),E, = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1).

Assim, o ntcleo de T é o espago solugdo do sistema homogéneo AX = 0 e aimagem de T é o subespaco gerado
pelas colunas de A, ou seja, é o espaco coluna de A.

6.2.1 Injetividade e Sobrejetividade

Dizemos que uma fungéo f : A — B é sobrejetiva se,

para todo b € B existe a € A tal que f(a) = b.

Ou seja, se aimagem de f é igual a B. No caso em que f é uma transformacao linear,
obtemos como consequéncia da Proposicdo 6.4 o seguinte resultado.

Coroldrio 6.5. Seja T : R" — R™ uma transformagio linear. Seja {V,...,V,} base de R". T é sobrejetiva se, e
somente se, T(V1), ..., T(V;) geram o R™.

Exemplo 6.15. Toda transformacao linear de R” em R ndo nula, f : R" — R é sobre-
jetiva, pois {0} e R sdo os tinicos subespagos do espaco vetorial R.

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



366 Transformacoes Lineares

Exemplo 6.16. A reflexdo em relagdo a uma reta que passa pela origem e a rotagdo
sdo sobrejetivas enquanto a proje¢do ortogonal em uma reta que passa pela origem
ndo é sobrejetiva (Exemplos 6.13 e 6.14 na pagina 364).

Dizemos que uma fungdo f : A — B é injetiva, se f(x) = f(y) implica que x = y.

Teorema 6.6. Seja T : R" — R™ uma transformagio linear. Entdo, T é injetiva se, e somente se,

N(T) = {0}.

Demonstragio. Suponha que T € injetiva. Seja X € N (T). Entdo, como T € injetiva,

T(X) = T(0) implica que X = 0.
Agora, suponha que N (T) = {0}. Se T(X) = T(Y), entdo T(X — Y) = 0, ou seja,
X—-YeN(T).

Como, N (T) = {0}, entdo X — Y =0, ouseja, X =Y. [ |

Exemplo 6.17. A reflexdo em relacdo a uma reta que passa pela origem e a rotagdo
sdo injetivas enquanto a proje¢ao ortogonal em uma reta que passa pela origem ndo
é injetiva (Exemplos 6.13 e 6.14 na pagina 364).
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Teorema 6.7 (da Dimensdo do Nicleo e da Imagem). Seja T : R" — R™ uma transformagdo linear. Entdo a soma
da dimensio do niicleo de T com a dimensdo da imagem de T é igual a dimensdo de R", ou seja,

dim(N(T)) + dim(Z(T)) = dim(R") = n.
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Z(T)
Z(T)
LT K\\\
| I e ]
| 1 m vy =T
L Sull |+ //<\\\\
/////// /K\\
// /—_\\
L=t—TTT1
voow 7 v i
Figura 6.10: N(T) = {0} Figura 6.11: N(T) # {0}
Z(T)
|1 K\\\
| E——
1 —_ | e T L +——1
= sl |+ | [
] E— i
| — ﬁ// | N (T) /;,/__9——————7 0
////// S
// /—_\\
ot  +—1—1
R}‘l Rm 7 Rn Rnl
Figura 6.12:  Transformacdo linear injetiva Figura 6.13: Transformagdo linear ndo injetiva
WA(T) = {0}) (N(T) # {0})
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Demonstragio. Vamos supor que 1 < dim(N(T)) < n. Sejam Vj, ..., V), vetores de
R", que formam uma base para o nticleo de T. Vamos estendé-la a uma base de R".
Sejam Vpi1,..., Va vetores de R" tais que V3,..., V), Vi1, Va formam uma base
de R". Vamos mostrar que T(V,1),..., T(V;) formam uma base da imagem de T.
Para isso, precisamos mostrar que eles geram a imagem de T e que sdo L.I.

Pela Proposicao 6.4 na pagina 363, T(V,11),...,T(Vy) geram a imagem de T, pois
T(V1) = ... = T(V,) = 0. Vamos mostrar que T(Vp1),..., T(V,) séo linear-
mente independentes. Considere a combinagdo linear nula:

xp+1T(Vp+1) +...+ XnT(Vn) = (_)
Pela linearidade de T segue-se que
T(xp+1vp+1 + I + XnVn) == (_)

Mas isto implica que x,11Vy41 +... +x, Vi € N(T). Assim, existem escalares
Y1, Yp tais que xp 1 1Vpr1 + ...+ x0 Ve = y1V1 + ... +ypVp. De onde segue-se
que

2 +ypr - poVpH — .= x,V, =0.

Como V,...,V, ébasede R", entdoy; = ... =y, = Xpt1 = ... = xn = 0, ou seja,
T(VPH),. ..,T(V,) sdo L.L

Portanto, a dimensdo da imagem de T ¢ igual a diferenga entre a dimensédo de R" e
a dimensao do nicleo de A, de onde segue-se o resultado. |

Em geral, uma transformacéo linear pode ser injetiva sem ser sobrejetiva e sobreje-
tiva sem ser injetiva. Entretanto, se a dimensdao do dominio for igual a dimensdo
do contradominio temos o seguinte resultado, que é uma consequéncia imediata do
Teorema 6.7 da Dimensao do Ntcleo e da Imagem.
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Corolario 6.8. Seja T : R" — R™ uma transformagio linear. Suponha que n = m.
(a) Se T é sobrejetiva, entdo T é injetiva.

(b) Se T é injetiva, entdo T é sobrejetiva.

Se uma transformacao linear T : R" — R™ ¢ injetiva e sobrejetiva, entdo T é chamada isomorfismo.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 555)
6.2.1. Seja P a transformacdo de R3 em R3, definida por P(x,y,z) = (x,y,0). Se aimagem de uma reta r, por P,
é um ponto, entdo quais sdo as equagdes paramétricas da reta r?
6.2.2. Seja T : R® — R3 uma transformagao linear dada por T(x,y,z) = (z,x — y, —z).
(a) Encontre uma base para o nticleo de T.
(b) Encontre uma base para a imagem de T.
(c) Descreva geometricamente o nticleo e a imagem de T.
6.2.3. Seja T : R” — R° uma transformagio linear.
(a) Se T é sobrejetiva e dim(N'(T)) = 2, qual o valor de n?
(b) Se T é sobrejetiva e injetiva, qual o valor de n?
6.2.4. Dé exemplos de transformagoes lineares T : R® — R3 tais que
(@) M(T) ={(x,y,2) eR*|z= -z},
(b) Z(T) = {(x,y,2) e R*|x = y}.
6.2.5. Dé um exemplo de uma transformagao linear T : R> — R? tal que N'(T) = Z(T).
Exercicios Teoricos
6.2.6. Determine o ntcleo e a imagem do operador linear definido no Exercicio 6.1.11 na pagina 358.
6.2.7. Considere o plano 7 : ax + by +cz = 0.

(a) Determine o niicleo e a imagem da proje¢do ortogonal no plano 7, Pr. Responda se P, é sobrejetiva
e se é injetiva.

(b) Determine o ntcleo e a imagem da reflexdo em relacdo ao plano 77, R;. Responda se R; é sobrejetiva
e se é injetiva.
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6.2.8. Considerearetar: (x,y,z) = t(a,b,c).
(a) Determine o nticleo e a imagem da projegdo ortogonal na reta 7, P,. Responda se P, é sobrejetiva e
se € injetiva.
(b) Determine o nticleo e a imagem da reflexdo em relagdo a reta r, R,. Responda se R, é sobrejetiva e
se € injetiva.
6.2.9. Seja f : R® — R uma transformagio linear.
(a) Mostre que existem escalares a, b, c tais que f(x,y,z) = ax + by + cz.
(b) Descreva geometricamente todas as possibilidades para o nidcleo de f.
6.2.10. Sejam T : R" — R™ uma transformagcdo linear e B = {Vj, ..., V;;} um conjunto de vetores de R". Mostre
queseC ={T(Vq),...,T(Vy)} é L1, entdo B também o é.
6.2.11. Seja T : R" — R™ uma transformagao linear. Mostre que T € injetiva se, e somente se, dim(Z(T)) = n.
6.2.12. Seja T : R" — R" uma transformacéao linear. Mostre que T € injetiva se, e somente se, a imagem de todo
conjunto de vetores linearmente independente é um conjunto de vetores linearmente independente.
6.2.13. Sejam T : R” — R" uma transformagcdo linear. Mostre que T ¢é injetiva se, e somente se, a imagem por T

de uma base de R"” é uma base de R".
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6.3 Composicao de Transformacdes Lineares

Sejam T : R" — R” e S : R — R™ transformagoes lineares. A composic¢do de S com
T, denotada por ST é a fungdo de R" em R definida por

(ST)(X) = S(T(X)), paratodo X € R".

2

Proposicdo 6.9. Se T : R" — RV ¢ S : R? — R™ sio transformagoes lineares, entdo a composicio ST : R" — R™ é
uma transformagdo linear.

Demonstracdo. Sejam X1, Xo € R" e a, B escalares.

(ST)@X1 1 pX2) = S(T(aXy + BXa)) = S(@T(Xy) + BT(X2))
= aS(T(X1) + BS(T(X2)) = a(ST)(Xy) + B(ST)(Xa)

6.3.1 Matriz de uma Transformacao Linear

Definicdo 6.3. Seja B = {V4,...,V,} uma base de R". Todo vetor V € R" se escreve de maneira tinica como
combinacdo linear de Vi, ..., V,; (Teorema 4.3 na pagina 245), ou seja, existem escalares a7, ..., &, tais que

V=xVi+...+a,V,.
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Definimos o vetor de coordenadas de V em relagdo a base (ordenada) B = {V;,...,V,}, por

Vs =
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As coordenadas de um vetor V em relacdo a base B sdo os escalares que aparecem
quando escrevemos V como combinacao linear dos vetores da base . Por exemplo,
para os vetores da base B, [Vi|g = Ey, [Va]g = Ea, ..., [Vulgp = En,em que Eq, ... E,
sdo os vetores da base candnica do R". Pois, V; = 0V + ...+ 1V; + ... 4+ 0V, para
i=1,...,n.

Sejam B = {V;,...,V,} e C = {Wy,..., Wy} bases de R" e R, respectivamente.
Seja T : R" — R™ uma transformacdo linear. Sejam
X1 an a2 a1n
X2 ann a a2
Vis=| |, mWle=| = |, TWle=| |, o TWle=]|
Xn Am1 Am2 Amn
Entao,
T(V) = T(lel—i—...—i—ann) :xlT(V1)+...+an(Vn)
= xl(aHWl +... am1Wm> +...+ xn(alnwl +...+ amnWm)
= (xpa11+ ..+ x001) W1 + oo+ (X1am1 + - - X)) Wi
Como escrevemos o vetor T (V') como combinagéo linear dos vetores da base C, entdo
os escalares sdo as coordenadas de T(V') em relagdo a base C, ou seja,
a11X1 + ...+ apxn ai ain a1y X1
ax1x1 + ...+ axy,xy a1 axp Ay X2
[T(V)le = . = . : = A[V]g,
A1 X1+ oo+ AmnXn Am1  Om2 Amn Xn
Julho 2010 Reginaldo J. Santos



376 Transformacoes Lineares

emque A = [ [T(Vy)]¢ ... [T(Vu)]c ]. Esta matriz é chamada matriz da trans-
formagdo linear T em relacéo as bases 53 e C e é denotada por [T]%, ou seja,

[Tl =[[TW)le - [T(Va)le -

Isto prova o seguinte resultado, que é uma generalizagao da Proposicao 6.2 na pagina
355.

Teorema 6.10. Sejam B = {V1,...,Vy}eC = {Wy,..., Wy, } bases de R" e R™, respectivamente. Seja T : R" — R™
uma transformagdo linear. Entdo, a matriz m X n

T =[[T(VW)e ... [T(Va)le I,

é tal que
[T(V)]e = [T]% [V]g, para todo vetor V € R™.

Aqui [V]g é o vetor de coordenadas de V em relagdo a base B, [T(V)]|¢ é o vetor de coordenadas de T (V') em relagdo a
base C e amatriz [T|G = [ [T(V1)lc ... [T(Va)]c | éa matriz da transformagdo linear T em relagdo s bases B e C.
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Quando a transformacgéo linear é a transformacédo identidade I : R" — R", definida
por I(X) = X, para todo X € R", entdo aplicando o resultado anterior (Teorema
6.10) a esta transformacgao, obtemos uma relacao entre os vetores de coordenadas de
um vetor X em relacdo a duas bases.

[X]e = [I(X)]c = [3[X]s = P[X]5,

em que P = [[Vi]c...[Vy]c] é chamada matriz mudanga de base de B para C.

Coroldrio 6.11. Sejam B = {V;,...,Vy}eC = {Wy,..., Wy} bases de R". Entdo, Para todo X € R",

Xle = [15[X]5,

emque P = [1|§ = [[Vilc ... [Valc| é a matriz da transformagio linear identidade I : R" — R" em relagio s bases C

Exemplo 6.18. Sejam
B={E; =(1,0),E, =(0,1)}
C={i=(1,1),V,=(1,-1)}

bases do R2. Como B ¢é a base canonica, temos que [(x, )]s = [ ; ] . Vamos encon-

trar [(x,y)]c-
[(x,9))e = g2Gl(x,9))5
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Para determinarmos [Ip2]G = [ [E1]c [Ez]c ] diretamente precisamos saber escrever
Ej e E; em termos da base C. Para isto precisamos resolver as equagdes:

Ei=x1Vi+y1Vo e Ey=xVi+1pl.

Temos que resolver dois sistemas lineares que tém a mesma matriz A = [ V; V; |.
Como a matriz A é invertivel e é facil encontrar a inversa de uma matriz 2 x 2 (ver
por exemplo Exemplo 2.17 na pagina 117), podemos obter as solugdes dos sistemas
como A~'E; e A71E,. Como

JETEA I T T A N VPR V.
1 -1 12 172

entao
0§ =1 Ble [Ede 1= (A8 A2 = | 17 17 ).
Portanto
e =slenls=] 15 2] [5]=[ 53]

Teorema 6.12. Sejam T : R" — RP ¢ S : RP — R™ transformacdes lineares. Sejam B = {Vi,...,V,},
C = {Uy,..., Uy} eD = {Wy,..., Wy} bases de R",RP e R™ respectivamente. Entio,

[STIE = [SIZ[T]%.

Ou seja, a matriz da composigio de duas transformagcoes lineares é o produto das matrizes das transformagoes lineares.

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



6.3 Composicdo de Transformacdes Lineares 379

Demonstracio. Sejam A = [S]2, B = [T]§ e C = [ST]E. Vamos mostrar que

C = AB.

(ST)(V;) = S(T(Vj) =S (Z bijk> . i b S (Uk)
k=1

k=1
4 m P m m 4
= Y by Y agWi= Y Y apbiWi=Y | Y aubij | Wi
k=1 i=1 k=1i=1 i=1 \k=1
Mas, por defini¢do da matriz de uma transformacao linear

(ST)(V}) = ﬁl W,

P
Como os vetores Wy, ..., W, sdo L.I., entao Cij = Z aikbkjr ou seja, C = AB, como
k=1

queriamos provar. [ |

6.3.2 Invertibilidade

z

Dizemos que uma transformagdo linear T : R” — R é invertivel se, existe uma
fungdo U : R™ — R" tal que TU = Igm e UT = Ign. A fungdo U é tnica (verifique!)
e denotada por T~ 1.

Proposicdo 6.13. Seja T : R" — R™ uma transformagio linear invertivel. Entdo, T~! : R™ — R" é também uma
transformagdo linear.
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Demonstracio. Sejam Y1,Yo € R™ e a,B escalares. Sejam X; = T~ '(Y) e
X, = T7(Y3). Entao,

T ' aYy+BY2) = T ' aT(X1)+BT(X2) =T HT(aX; + pX2))
= aXi+BXy =aT ' (V1) + BT ' (Y2)

o que prova que T~! é uma transformacao linear. |

Lembramos que uma fungao f : A — B é invertivel se, e somente se, é injetiva e
sobrejetiva.

Teorema 6.14. Sejam B = {V1,...,V,} e C = {Wy,..., Wy, } bases dos espagos vetoriais R" e R™, respectivamente.

Uma transformagdo linear T : R" — R™ ¢ invertivel se, e somente se, [T]% é invertivel. Além disso, se T é invertivel,

entdo [T18 = ([T1§) .

Demonstracdo. Suponha, em primeiro lugar, que T é invertivel. Entdo T é injetiva
e sobrejetiva, o que implica, pelo Teorema da Dimensdo do Ntcleo e da Imagem 6.7
na péagina 367, que n = m. Além disso, existe uma transformagcdo linear, T, tal que
TT! = Izw e T~'T = Ign. Assim,

Iy = [Ipo]§ = [T'TIE = TG [T]5.
-11B

Portanto, a matriz [T]§ é invertivel e ([T]§) ! = [T~1]5.

Suponha, agora, que A = [T}% é uma matriz invertivel. Entdo, A é uma matriz

quadrada e n = m. Vamos mostrar que N'(T) = {0}. Seja V € N(T). Entdo,
[T(V)]e = A[V]g = 0. Como A é invertivel, entdo [V]g = 0. O que implica que
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V = 0. Assim T é injetiva (Teorema 6.6 na pagina 366) e como n = m, entdo
pelo Corolario 6.8 na pagina 370 segue-se que T é também sobrejetiva e portanto
invertivel. u

Exemplo 6.19. Seja T : R3 — R3 definida por T(x,y,z) = (x +y +2z,y +2z,z), para
todo (x,y,z) € R3. Vamos verificar se T é invertivel. Seja B = {Ey, E», E3}. Vamos
determinar a matriz de T em relacdo a B. Para isto, vamos escrever o resultado da
aplicacdo T em cada elemento de B como combinagao linear dos elementos de B.

T(E1) = E = 1E; +0E; 4 0E3
T(E2) = Ei+E = 1E1+1E; +0E;
T(Es) = 2E1+2E,+E3 = 2E;+2E+1E;

Assim, a matriz de T em relagdo a B é

[T =[ [T(E)]g [T(E2)]z [T(Es)ls ] =

O O =
O =
= NN

Esta matriz é invertivel (verifique!) e assim pelo Teorema 6.14 a transformagdo linear
T é invertivel e

1 -1 0
TE=(T§H =0 1 -2
0 0 1

Vamos determinar uma expressao para T~ !. Pelo Teorema 6.10 na pagina 376, temos
que

1 -1 0 X xX—y
[Ty 2))s = TRy 2)ls=| 0 1 2| |y |=|y-2
0 0 1 z z

Portanto, T~ (x,y,z) = (x —y,y — 22,2).
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Quando a transformacao linear é a transformacao identidade
[:R" — R", definida por I[(X) = X, para todo X € R",

entdo aplicando o resultado anterior (Teorema 6.14) a esta transformacao, obtemos o
seguinte resultado.

Coroldrio 6.15. Sejam B = {V4,...,Vy} e C = {Wy,..., W, } bases de R". A matriz mudanga de base P = [I|5 é
invertivel e
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6.3 Composicdo de Transformacdes Lineares 383

Exemplo 6.20. Vamos determinar a expressdo da transformacao linear que faz uma
rotacdo de um angulo 6 no sentido anti-hordrio em torno de um eixo que passa pela
origem e tem a diregdo e o sentido dados por um vetor unitdrio U = (a,b,c). Seja
C = {Uy, Uy, U3}, em que

u = U= (ab,c)
- b / a 0)
Va2 + 2" a2 + 12

U = ( ac be , FZ—H?Z)

V2T R+

U = (

E fcil verificar que esta é uma base ortonormal, ou seja, uma base em que os seus
vetores sdo unitdrios mutuamente ortogonais. Além disso, temos que

Re(Uy) = Uy =(a,b,c)
Ro(lh) = cosf Uy +send Uy — (—bCOSG—acsenG acosf — bcsend /7a2+bzsen9)
nE ’ ’ VaZ+r | JetrE
- - - 0
Ro(Us) = —sendUs +cosdUs — (bsenQ accosf —asenb — bccos ,\/mcos(ﬂ.

N RV

Se B = {E1, Ep, E3} é a base canonica de R3, entdo

Rou(X) = [Rou(X)]5 = [Reul 31X

Podemos escrever Ry ;1 = Rg ;1 e assim

[Reulf = [Reull§ = [ReulC (1

Agora,

[Ro,ulé = [ [Ro,u(Un)]5 [Reu(U2)]B [Rou(Us)lg ] = [ Reu(Ur) Rou(Ua) Rou(Us) 1,
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77
3
£

R" RV R"

Figura 6.14: Composicao das Transformacoes Lineares T : R” — R” e S : RP — R

y

Figura 6.15: Rotagdo de um angulo 6 em torno

de um eixo determinado pelo vetor U Figura 616: Ry (Lh), Ro,u(Uz) € R (Us)

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



6.3 Composicdo de Transformacdes Lineares

385

NG = (N8 =[[Ui]s [Wls Us]g] ' =[Uh U Uz ',

pois B é a base candnica e os vetores Uy, Uy e U3 sdo unitdrios mutuamente ortogo-
nais. Assim,

Rou(X) = [Roul&[X]e = [ Rou(Ur) Rou(Uz) Rou(Us) ][ Uy Us Us |'X.

Mas,
[ Rou(Un) Rou(Ua) Rou(Us) J[ Uy Uz Us )!
—bcos® —acsen®  bsenf — accosf a b c 1
Va? + b? Va2 + b?
b acosf —bcsenf  —asen® — bccos6 _ b a
JEL D2 N Va2 +b2 a2+ b2
ac be
_ _ N
¢ Va?+b?senf Va? +b*cos b VaZ £ 12 VaZ £ 12 @ +b i

ab(1 —cos@) +csenf  b*(1 —cosf) +cosf be(l—cosf) — asend

[ a’(1 —cosf) +cos® ab(1—cosf) —csenf ac(l—cosf) +bsend ]

(
ac(1—cosf) —bsenf be(l—cosh) +asen c*(1 —cosB) + cosf
que é a matriz de Ry ; em relagdo a base canonica. Finalmente,

ac(
y ab(1 —cos@) +csenf  b*(1 —cosf) +cosf be(l—cosf) —asend

x a?(1 —cosf) +cos® ab(1—cosf) —csenf
Ro,u = (
z ac(1—cosf) —bsenf be(l —cosh) +asend c*(1—cosf) + cosf

1—cos0)+ bsen6 ]

H
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386 Transformacoes Lineares

6.3.3 Semelhanca

Coroldrio 6.16. Sejam B = {Vq,...,Vy} eC = {Wy,..., Wy} bases do R". Se T : R" — R" é uma transformagio
linear, entdo
[T)g = P~ [TIZ P.

Demonstracdo. Pelo Teorema 6.12 na pagina 378 temos que
C CimBinB
[Tle = [NB[T]ze-

Mas pelo Coroldrio 6.15 na pagina 382 a matriz P = [I]5 é invertivel e P~ = [I]§.
De onde segue-se o resultado. |

Uma transformacgdo linear do R” nele mesmo é chamada um operador linear. Se-
jam A e B matrizes n x n. Dizemos que B é semelhante a A se existe uma matriz
invertivel P tal que B = P~ ! AP. Observe que com esta terminologia o Corolario 6.16
pode ser estabelecido da seguinte forma:

Se T : R" — R" é uma transformagéo linear, B = {V;,...,V,} e C = {Wy,..., W, } sdo bases de R", entdo [T]g

é semelhante a [T]5.
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O trago de uma matriz quadrada A, denotado por tr(A), é definido como sendo a
soma dos elementos da sua diagonal principal. Como tr(AB) = tr(BA) (Exercicio
1.1.26 na péagina 27), entdo

tr(P~1AP) = tr(A).
Assim, em virtude do Corolario 6.16, se R" é um espaco vetorial de dimensao finita,
podemos definir o tragco de um operador linear T : R" — R" como sendo

(1) = tr((TJ§),
onde B é uma base de R".

De forma andloga, como det(AB) = det(A)det(B) = det(BA) (Teorema 2.13 na
pagina 110), entdo
det(P~1AP) = det(A).

2

Assim, em virtude do Corolario 6.16, se R"” é um espaco vetorial de dimensdo finita,
podemos definir o determinante de um operador linear T : R" — R"” como sendo

det(T) = det([T]5),

onde B é uma base de R" qualquer.

Exemplo 6.21. Vamos obter uma expressdo para a reflexdo na reta r : y = 2x,

R, : R? — R2, usando o Corolério 6.16. Vamos escolher uma base do R?, tal que
a avaliacdo de R; nos elementos desta base seja facil de se obter. Por exemplo,
C={V1=(1,2),V, =(-21)}

R,(Vy) = R(L,2) = (1,2) = 1V14+0W,
Ry(Va) = Ry(-2,1) = (2,-1) = 0V4—-1W.
Assim,
c 1 0
B—[Rr]c—|:0 _1:|
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A matriz mudanca de base, da base C para a base canénica B = {(1,0), (0,1)} é dada
por

5 [1 —2
Pelo Corolério 6.16, a matriz A = [R,]5 é obtida através da equagdo matricial

A= [Rr]g = [IRZ]g[Rr]g[IRZ]% = PBP™.

Vamos enunciar uma versdo mais geral do Coroldrio 6.16, cuja demonstragdo € intei-
ramente analoga e deixamos como exercicio para o leitor.

Coroldrio 6.17. Seja T : R" — R™ uma transformagio linear. Sejam B = {V;,..., V,} e
B ={V],...,Vi}basesde R" e C = {Wy,..., Wy} eC' ={Wj,..., W), } bases de R™.
Entdo, )

[T = P TI5Q,

onde P é a matriz mudanga de base de C' para C e Q, de B’ para B.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 556)

6.3.1. Seja T : R? — R? a transformagao linear dada por T(x,y) = (2x + y, x — 3y), para todo (x,y) € R?. Seja
¢ =1{(1,1),(1,2)}. Determine [T]¢.

6.3.2. Seja T : R® — R3 definida por T(X) = AX, para todo X € R3, onde
3 -1 -2
A=10 0o -2 |.
0 0 -1
Sejam Vi = (1,0,0), V> = (1,2,0) e V5 = (0, 2, 1).
(a) Encontre a matriz mudanca de base de C = {V}, V,, V3} para a base canonica B = {Ej, Ep, E3};

(b) Use a matriz obtida no item anterior para determinar a matriz B que representa T com relacao a
base {V1, V5, V3}.

6.3.3. Considerearetar: (x,y,z) = t(1,1,1). Sejam B = {Ej, E5, E3} a base candnica do R3 e C = {Uy, Uy, U3}
a base ortonormal de R? definida por U; = 1/\/5(1, 1,1),U; = 1/v/2(-1, 1,0) e Us = 1/\/6(—1, -1,2).

(a) Seja P, : R® — R3 a projegdo ortogonal na reta r. Encontre [P/ e [P/]5.
(b) Seja R, : R3 — R3 a reflexdo em relagao a reta r. Encontre [R,]S e [R,]5.

6.3.4. Considerearetar: (x,y,z) = t(1,1,0). Sejam B = {Ej, E, E3} a base canénica do R3 e C = {Uy, Uy, U3}
a base ortonormal de R® definida por U; = 1/\5(1, 1,0), U, = (0,0,1) e Uz = 1/\/5(1,—1,0). Seja
Ryjoy: R3 — R3 a transformagao linear, que é uma rotacdo de um angulo de 77/2 em torno da reta 7.
Determine [Rn/z,r}g e [Rﬂ/zlr}g.

6.3.5. Para cada uma das transformacdes lineares T verifique se T é invertivel e calcule a inversa, T-1 seela
existe.

(@) T:R3> — R3 definida por T(x,y,z) = (x +2y + 2,y + 2z,2).
(b) T :R3 — R3 definida por T(a,b,c) = (a, —2a +b, —2a — 4b +c).
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(c) T:R3 — R3 definida por T(a,b,c) = (a+b+c,a+2b+c,a+ 2c).
(d) T:R®— R3 definida por T(a,b,c) = (a+b+c,—a+c,a+c).
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6.3.6.

6.3.7.

6.3.8.

6.3.9.

6.3.10.

Exercicios Teoricos

Mostre que se T : R?> — R? é uma transformagao linear invertivel, entio T é uma composicio de ex-
pansdes, compressdes, cisalhamentos e reflexdes. (Sugestdo: use o fato de que toda matriz invertivel é o
produto de matrizes elementares e o Exercicio 6.1.12 na pagina 358.)

Seja A uma matriz triangular superior n x n com todos os elementos da diagonal iguais a zero. Mostre
que A" = 0. (Sugestdo: considere o operador T : R" — R” cuja matriz na base candnica é igual a A e
determine a matriz de T".)

Seja T : R" — R™ uma transformacdo linear. Sejam B = {V;,...,V,} e B' = {V],...,V,} bases de R" e
C={Wy,...,Wy}eC ={Wj,...,W,,} bases de R™. Mostre que
(M5 = PTI5Q,

onde P é a matriz mudanga de base de C’ para C e Q, de B’ para B. (Sugestdo: siga a demonstracdo do
Corolério 6.16 na pédgina 386.)

Seja B = {V4,...,V,} uma base de um espaco vetorial R". Seja P uma matriz n x n invertivel. Mostre

n
que C = {Wy,...,W,} é uma base de R", onde W; = Z pijVi, paraj = 1,...,n. Assim, P é a matriz
i=1
mudanca de base de B para C.

Um operador T : R" — R" é chamado nilpotente se T" = O, a transformacgdo linear nula, para algum
n € N. Seja T um operador nilpotente. Mostre que existe um vetor V # 0 tal que T(V) = 0.
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Capitulo 7

Diagonalizacao

7.1 Diagonalizacao de Matrizes

7.1.1 Motivacao

Certos processos sdo descritos em cada estdgio por uma matriz A quadrada e em k estdgios pela poténcia k da
matriz A, A¥, em que k é um ntimero inteiro positivo. Suponha que desejamos saber a matriz que corresponde

392
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a k estagios, para k um inteiro positivo qualquer. Se a matriz A é diagonal,

M O ...00 AE 0

... 0
0 A ... 0 . 0 A5 ...0
A= . ) , entdo A" = . .
0 ... 0 A 0 0 Ak

Se a matriz A ndo é diagonal, mas existe uma matriz P tal que

Ay 0 ... 0
0 Ay ... O

A= PDP_l, emque D= . ) ,
0 0 Ay

entao

A? = (pDP Y (PDP!) = PD(P~'P)DP! = PD?P~ 1.
Agora, supondo que A¥~! = PD*=1P~1 temos que

AR = AFlA = (pDP~H1(pDP)
(pD¥1p~1y(PDP~') = PD*1(P~1P)DP!
AFo L0
0 A ...0
— ppfpl=p|  ? p1.
0 ... 0 Ak

Assim, podemos facilmente encontrar a k-ésima poténcia de A.

Exemplo 7.1. Seja
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394 Diagonalizacao

mostraremos no Exemplo 7.6 na pagina 407 que

sdo tais que

Assim,

Vamos descobrir, a seguir, como podemos determinar matrizes P e D, quando elas
existem, tais que A = PDP~!, ou multiplicando a esquerda por P~! e a direita por
P,D = P 1AP, com D sendo uma matriz diagonal. Chamamos diagonalizagido ao
processo de encontrar as matrizes P e D.

7.1.2 Autovalores e Autovetores

Definicao 7.1. Dizemos que uma matriz A, n x n, é diagonalizavel, se existem matrizes P e D tais que
A= PDP7!,

ou equivalentemente, D = P~! AP, em que D é uma matriz diagonal.
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Exemplo 7.2. Toda matriz diagonal

A0 ...00
0 Ay ... 0
A= . ) .
0 ... 0 Ay
é diagonalizavel, pois
A= (I,) AL,

Vamos supor inicialmente que a matriz A seja diagonalizavel. Entdo existe uma
matriz P tal que
P~'AP =D, (7.1)

em que D é uma matriz diagonal. Vamos procurar tirar conclusdes sobre as matrizes
PeD.

Multiplicando & esquerda por P ambos os membros da equacao anterior, obtemos

AP =PD. (7.2)
Sejam
A0 0
0 A ... O
D = . . . ePz[Vl Vo ... Vn],
0o ... 0 A,

em que V; é a coluna j de P. Por um lado

AP=A[WVi Vo ... Vu |=[AVi Ay ... AV, ]
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(Exercicio 1.1.18 na pagina 25) e por outro lado

MO0 ...0
0 Ay ... 0

PD=[V Vo ... Vail| | =AM v A
0 ... 0 Ay

(Exercicio 1.1.17 na pagina 25) Assim, (7.2) pode ser reescrita como,
[AVi AV, .. AV | =MV AVe o AV

Logo,

AV, =,

paraj = 1,...n. Ou seja, as colunas de P, Vi, e os elementos da diagonal de D, Aj,
satisfazem a equagdo
AX = AX,

em que A e X sdo incognitas. Isto motiva a seguinte definigdo.

Definic¢do 7.2. Seja A uma matriz n x n. Um ndmero real A é chamado autovalor (real) de A, se existe um
U1
vetor ndo nulo V = : de R”, tal que
Un
AV = AV. (7.3)

Um vetor ndo nulo que satisfaga (7.3), é chamado de autovetor de A.
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AV = AV v v
v AV = AV
AV = AV 0

O O

A>1 0<AK1 A <0

Observe que, usando o fato de que a matriz identidade

1 0 0

0 1 0
L, = )

0 0 1

étal que I,V =V, a equacgao (7.3) pode ser escrita como
AV = ALV

ou
(A—AL)V =0. (7.4)

Como os autovetores sdo vetores ndo nulos, os autovalores sdo os valores de A, para
o0s quais o sistema (A — AL;)X = 0 tem solugdo ndo trivial. Mas, este sistema ho-
mogéneo tem solucdo ndo trivial se, e somente se, det(A — AL,) = 0 (Teorema 2.15
na péagina 115). Assim temos um método para encontrar os autovalores e os autove-
tores de uma matriz A.

Proposicao 7.1. Seja A uma matriz n X n.
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(a) Os autovalores (reais) de A sdo as raizes reais do polindmio

p(t) = det(A —t1I,) (7.5)

(b) Para cada autovalor A, os autovetores associados a A sio os vetores nio nulos da solugdo do sistema

(A—AL)X =0. (7.6)

Definicdo 7.3. Seja A uma matriz n X n. O polindmio
p(t) = det(A —t1I,) (7.7)

é chamado polinémio caracteristico de A.

Assim, para determinarmos os autovalores de uma matriz A precisamos determinar
as raizes reais do seu polindmio caracteristico, que tem a forma

p(t) = (=1)™"" +a,_1t" 1+ ...+ at +ap.

Um resultado sobre polindmios que muitas vezes é ttil, é o que diz que se
ap,ay, - - .,a4,_1 Sao inteiros, entdo as suas raizes racionais (se existirem) sdo nameros
inteiros e divisores do coeficiente do termo de grau zero ayg. Por exemplo, se
p(t) = —£3 4+ 6t2 — 11t + 6, entdo as possiveis raizes racionais sdo +1,+2,+3 e £6.
Substituindo estes valores em p(t), vemos que p(1) = 0, ou seja, 1 é uma raiz de
p(t). Finalmente, dividindo p(t) por t — 1, obtemos que p(t) = (t —1)(—t> 45t — 6).
Como as rafzes de —t> + 5t — 6 530 2 e 3, entdo as raizes de p(t),sdo1,2e3.
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Exemplo 7.3. Vamos determinar os autovalores e autovetores da matriz

A= ]

Para esta matriz o polindmio caracteristico é

-1

1t
p(t)—det(A—tlz)—det{ 4 1_¢

]z(l—t)2—4:t2—2t—3.

Como os autovalores de A sdo as raizes de p(t), temos que os autovalores de A sdo
A =3ely=-1

Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores A; = 3 e
Ay = —1. Para isto vamos resolver os sistemas (A — A1) X =0e (A — ;L)X = 0.
Como
-2 -1
A_/\llz_|:_4 _2:|/
entao

[eN

ou
2x — y = 0
—4x — 2y = 0

cuja solugdo geral é
Wi = {(a, —2a) | « € R}.

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A1 = 3 acrescentado o vetor

nulo. Agora,
(A=20L)X =0
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é
2 -1 x| |0
-4 2 y| |0
cuja solugdo geral é
Wy = {(a,2a) | x € R},
que é o conjunto de todos os autovetores associados a A, = —1 acrescentado o vetor
nulo.
Exemplo 7.4. Vamos determinar os autovalores e autovetores da matriz
4 2 2
A=12 4 2
2 2 4
Para esta matriz o polindmio caracteristico é
4—t 2 2
p(t) = det(A—tIz) =det 2 44—t 2
2 24—t
4—t 2 2 2 2 4t
= (4t)det[ » 4_t}2det[2 4_t]+2det{2 ’ ]
4—t 2 2 2
= (4—t)det[ » 4_t}—4det[2 4—t]
= (4—t)[4—1t)>—4-82—t)=—£>+12t> —36t+32
Substituindo-se t = 41 obtemos
p(l)=—-1412-36+32>0, p(—-1)=1+12+36+32>0.
Substituindo-se t = 2 obtemos p(2) = 0. Dividindo-se p(t) por t — 2 obtemos que
p(t) = (t —2)(—t> +10t — 16) = (t —2)%(8 — t).
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Portanto os autovalores de A sdo A; = 2 e A, = 8. Agora, vamos determinar os
autovetores associados aos autovalores A e A,. Para isto vamos resolver os sistemas
(A - Allg)X =0e (A - )\213)X = 0. Como

2 2 2 X 0

(A—ME)X=0 ¢ 2 2 2 y|=10

2 2 2 z 0

A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é
11 1:0
0 0O 0
0 0 0:0

Assim, a solugdo geral do sistema (A — A13)X =06

Wi ={(-a—pBpa)|apcR},

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = 2 acrescentado o vetor
nulo.

Com relagdo ao autovalor A, = 8, o sistema (A — Ax[3)X =06

—4 2 2 X 0
2 2 —4 z 0
A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é
10 -1:0
01 -1
0 0 (O

Assim, a solugdo geral do sistema (A — A\;[3)X =0¢é

Wy = {(a, &, 20) | @ € R}.
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Nos exemplos anteriores, para cada autovalor encontramos todos os autovetores as-
sociados a ele. Podemos observar que para cada autovalor A, o conjunto dos autove-
tores associados a ele acrescentado o vetor nulo é um subespaco, ja que é o conjunto
solugdo de um sistema linear homogéneo (A — AI,)X = 0. Este subespaco recebe o
nome de autoespaco associado ao autovalor A.

7.1.3 Diagonalizacao

Vamos enunciar e demonstrar o resultado principal deste capitulo. J4 vimos
que se uma matriz A é diagonalizével, entdo as colunas da matriz P, que faz a
diagonalizagdo, sdo autovetores associados a autovalores, que por sua vez sdo ele-
mentos da matriz diagonal D. Como a matriz P é invertivel, estes n autovetores sdo
L.I. Vamos mostrar, a seguir, que se a matriz A tem n autovetores L.I., entdo ela é
diagonalizavel.

Teorema 7.2. Seja A uma matriz n X n que tem n autovetores L.I. V1, ..., V, associados a Ay, . .., Ay, respectivamente.

Entdo as matrizes

sdo tais que

A0 0
0 A 0
P:[Vl VZ Vn] e D= .
0 0 Ay
D =P lAP,

ou seja A é diagonalizdvel. Reciprocamente, se A é diagonalizdvel, entdo ela possui n autovetores linearmente indepen-

dentes.
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Demonstracdo. Suponha que Vj,..., V) sdo n autovetores linearmente independen-
tes associados a Ay, ..., Ay, respectivamente. Vamos definir as matrizes

A0 ... 0
0 A, ... O
P:[Vl v o... Vn] e D= . . .
0 ... 0 Ay
ComoAV]-:/\]-Vj,parajzl,...,n,entéo
AP = A[V1 V, ... Vn}:[AVl AV, ... AVn]
A0 0
0 A, ... O
= [/\1V1 A Voo L. /\nVn]:[V1 V., ... Vn] : . : = PD.
0 ... 0 Ay

Como Vj,...,V, sdo LI, a matriz P é invertivel. Assim, multiplicando a equagédo
anterior por P~! & esquerda obtemos

D =P 'AP.
Ou seja, a matriz A é diagonalizavel.

Vamos, agora, provar que se A é diagonalizavel, entdo ela possui n autovetores L.I.
Se a matriz A é diagonalizavel, entdo existe uma matriz P tal que

P lAP =D, (7.8)

em que D é uma matriz diagonal. Multiplicando a esquerda por P ambos os mem-
bros da equagéo anterior, obtemos

AP = PD. (7.9)
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Sejam
A O 0
0 A ... 0
D=| . . ) eP=[Vi V, ... Vu],
0 ... 0 Ay

em que V; € a coluna j de P. Usando as defini¢des de P e D temos que

AP=A[WVi Vo ... Vu |=[AVS AVy ... AV, |
A0 .0
0 Ay ... 0
PD=[V Vo ... Val]| | R A A
0 ... 0 Ay

Assim, de (7.9) segue-se que
AVj = AVj,

paraj =1,...n. Como a matriz P é invertivel, pela Proposicao 3.9 na pédgina 217, os

autovetores Vi, ..., V, sdo L.I.

AV |

Assim, se uma matriz A é diagonalizdvel e D = P~1AP, entdo os autovalores de A
formam a diagonal de D e n autovetores linearmente independentes associados aos

autovalores formam as colunas de P.

O resultado que vem a seguir, garante que se conseguirmos para cada autovalor,
autovetores L.I., entdo ao juntarmos todos os autovetores obtidos, eles continuarao

sendo L.I.
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(

Proposicao 7.3. Seja A uma matriz n X n. Se Vll), cee Vn(l1 ) s0 autovetores L.I. associados a A, Vl(

2),...,Vn(22) sdo

autovetores L.I. associados a A,, .. ., Vl(k),. .., Vn(,]:) sdo autovetores L.1. associados a Ay, com Aq, ..., Ay distintos, entio

{Vl(l)" - Vn(ll)/' .., Vl(k),. .., Vn(llf)} é um conjunto L.I.

Demonstracido. Vamos demonstrar apenas para o caso em que temos dois autovalo-
. i . . 1 1
res diferentes. O caso geral é inteiramente andlogo. Sejam Vl( ) PR Vygl) autovetores

. 2 2 . .
L.I. associadosa A e Vl( ), een, V,Ez) autovetores L.I. associados a A,. Precisamos mos-
trar que a tinica solugdo da equagdo

AV DV PP PP =0 (7.10)

é a solugdo trivial. Multiplicando a equagdo (7.10) por A e usando o fato de que os

Vi(] ) sdo autovetores, obtemos

AV 4 AV 4P @A =0 (7.11)
Multiplicando a equagdo (7.10) por A;, obtemos

AV v P v P v =0 (7.12)
Subtraindo a equagdo (7.11) da equagdo (7.12), obtemos
2= AV 4+ xP (A - AV =0.
Como Vl(z), e, Vn(f ) sdo L.I., temos que xgz) =...= xﬁlzz) = 0. Agora, multiplicando

a equacgdo (7.10) por A, e subtraindo da equagdo (7.12) obtemos

xgl)(/\z - M)Vl(l) +... +x,(111)(/\2 — ,\1)‘/7511) ~0.
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Como Vl(l),. ce V,gll) sdo L.I, temos que xgl) =...= x,(lll) = 0. O que prova que todos

os autovetores juntos sdo L.I |

Exemplo 7.5. Considere a matriz

4 2 2
A=12 4 2
2 2 4

Ja vimos no Exemplo 7.4 na péagina 400 que seu polindmio caracteristico é

p(t) = (t—2) (=2 +10t — 16) = (t —2)*(8 — 1),

0s seus autovalores sdo A = 2 e Ay = 8 e 0s autoespagos correspondentes sdo

Wi ={(-a—BBa)|apeR}
Wy = {(a,a,a) | « € R},

respectivamente. Vamos encontrar, para cada autoespago, o maior nimero possivel
de autovetores L.I., ou seja, vamos encontrar uma base para cada autoespaco. E o
teorema anterior garante que se juntarmos todos estes autovetores eles vao continuar
sendo L.I.

Para W1, temos que
(7“ - IB’IB’“) = 0‘(71/01 1) + ﬁ(*l, 1,0)

Assim, os vetores V] = (—1,0,1) e Vo = (—1,1,0) geram W;. Como além disso, eles
sdo L.I. (um ndo é multiplo escalar do outro), entdo eles formam uma base para Wi.
Assim, ndo podemos ter um ntmero maior de autovetores L.I. associados a A1 = 2
(Teorema 4.1 na pagina 231).
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Para W;, temos que o conjunto {V3 = (1,1,1)} é uma base para W;, pois como
(o, 0,00) = a(1,1,1),

V3 gera W, e um vetor ndo nulo é L.I. Assim, ndo podemos ter um ntimero maior de
autovetores L.I. associados a A, = 8 (Teorema 4.1 na pagina 231).

Como Vj e V; sdo autovetores L.I. associados a A1 e V3 é um autovetor L.I. associado
a Ay, entdo pela Proposicdo 7.3 na pédgina 405 os autovetores juntos Vi, V, e V3 sdo
L.I. Assim, a matriz A é diagonalizavel e as matrizes

A0 0 2 00 -1 -1 1
D=|0 A 0 |={0220 e P=[VV, V3] = 0 1 1
0 0 A 0 0 8 1 0 1
sdo tais que
D =P 'AP.
Exemplo 7.6. Considere a matriz
1 -1
A=l
Ja vimos no Exemplo 7.3 na pagina 399 que o seu polindmio caracteristico é
p(t) =det(A—th) =t> -2t -3,
que os seus autovalores sdao A} = 3 e Ay = —1 e que os autoespagos correspondentes

sao
Wy ={(a,—2a) |a e R} e W, ={(a2a)]|acR},

respectivamente.
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Para Ay = 3, temos que {V; = (1, —2)} é uma base de W;. Assim, ndo podemos ter
mais autovetores L.I. associados a A1. De forma andloga para A, = —1, {V, = (1,2)}
é um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.I. associados a A,.
Assim, a matriz A é diagonalizavel e as matrizes

11 A0 3 0
P:[V1V2]:[—2 2] € D:{ (1) /\2]:[0 —1]
sdo tais que
D =P lAP.

Exemplo 7.7. Considere a matriz
0 1
*=[00]
O seu polinémio caracteristico é p(t) = det(A — t I,) = 2, assim A possui um tnico

autovalor: A = 0. Agora, vamos determinar os autovetores associados ao autovalor
A1 = 0. Para isto vamos resolver o sistema (A — A1) X = 0. Como

. 101
A—/\llz_A_[O 0},
entao
(A—MDbL)X =0
0 1 x| |0
0 0 y |0
ou

—N
ow
[l
o O
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cuja solugdo geral é
Wy = {(a,0) |« € R}.

que é o autoespago correspondente a A; = 0. Assim, para A; = 0, temos que
{Vi = (1,0)} é uma base de V;. Portanto, ndo podemos ter mais autovetores L.L
associados a A; e como s6 temos um autovalor ndo podemos ter mais autovetores
L.I. Portanto, pelo Teorema 7.2 na pagina 402, a matriz A ndo é diagonalizdvel, ou
seja, ndo existem matrizes P e D tais que D = P~1AP.

Exemplo 7.8. Vamos retomar a cadeia de Markov do Exemplo 1.9 na pédgina 14. Va-
mos supor que uma populagdo é dividida em trés estados (por exemplo: ricos, classe
média e pobres) e que em cada unidade de tempo a probabilidade de mudanga de
um estado para outro seja constante no tempo, s6 dependa dos estados.

Seja t;; a probabilidade de mudanga do estado j para o estado i em uma unidade de
tempo (geragdo). A matriz de transigdo é dada por

ONONE)

tn tn tiz | D
T = th tn tp | @
ts1 ty tz | O

Vamos considerar a matriz de transicao

o M= N\»—‘@
PN »N»—‘@
NI= N= @

@O
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Vamos calcular poténcias k de T, para k um inteiro positivo qualquer. Para isto va-
mos diagonalizar a matriz T. Para isso precisamos determinar seus os autovalores e
autovetores. Para esta matriz o polindmio caracteristico é

1 1
72—t 1

|
—~
Ni= O

p(t) = det(T—tI3) =det

O NI
Nl—

3 1 3 1
= B —t=t(-PHt—2)=—tt-1)(t— 5)
Portanto os autovalores de T'sdo A = 0,A; = 1/2 e A3 = 1. Agora, vamos determi-
nar os autovetores associados aos autovalores A1, A» e A3. Para isto vamos resolver
os sistemas (T — M) X =0,(T — AI3)X =0e (T — A313)X = 0. Como

11
2 01 0 x 0
(T-MB)X=Tx=0 ¢ |} 1 1 y| =10
o 1 1 b4 0

4 2

A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é

1 0 —-1:0
01 2:0
0 0 0:0

Assim, a solugéo geral do sistema (T — A 3)X =0¢

Wy = {(a, —2a,a) | « € R},
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que é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = 0 acrescentado
o vetor nulo. O conjunto {V; = (1,—2,1)} é uma base para W;, pois como
(0, =20, ) = a(1,—-2,1), V; gera W; e um vetor ndo nulo é L.L

Com relacdo ao autovalor Ay = 1/2, o sistema (T — A[3)X =0¢

1
0 7 0 X 0
30|y =)0

1 z 0
0 ;7 O

A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é

10 10
0100
00 0:0

Assim, a solugéo geral do sistema (T — Ap[3)X =0 ¢
Wy = {(a,0,a) | « € R}.

O conjunto {V, = (1,0,1)} é uma base para W5, pois como («,0,a) = «(1,0,1), V3
gera W; e um vetor ndo nulo é L.I.

Com relagdo ao autovalor A3 = 1, o sistema (T — A33)X =0¢é

o

11
2 1 X 0
1 1 1 _
3 —2 2 y|= 8
1 1 z
0 1 —2

A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é

10 -1:0
01 -2:0
00 0:0
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Assim, a solugdo geral do sistema (T — A3[3)X =0¢
Wi = {(a,2a,a) |« € R},

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A3 = 1 acrescentado
o vetor nulo. O conjunto {V; = (1,2,1)} é uma base para W;, pois como
(a,20,00) = a(1,2,1), V; gera Wy e um vetor ndo nulo é L.I.

Como Vy, V, e V3 sdo autovetores associados a A1, Ay e A3, respectivamente, entdo
pela Proposi¢do 7.3 na pédgina 405 os autovetores juntos Vi, V, e V3 sdo L.I. Assim, a
matriz A é diagonalizavel e as matrizes

M 0 0 000 1 -1 1
D=0 A 0 |=|01o0 e Q=[ViWVLWBl=| 2 0 2
0 0 Aj 00 1 1 1 1

sdo tais que
D=Q'TQ ou T=QDQ .

Assim,
1 -1 1 0 0 0 I -1 1
Tk = QDkQ—1 ) 0o 2 0 (%)k 0 _% 0 %
1 1 1
1 1 1 0 0 1 11
IO O
= 1 1 1
2 2 2
=0 ] e

Esta é a matriz que da a transi¢ao entre k unidades de tempo (geragdes).
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7.1.4 Diagonalizacao de Operadores (opcional)

Definicdo 7.4. Dizemos que um operador linear T : R" — R" é diagonalizavel, se existe uma base C de R" tal

que [T]S é uma matriz diagonal.

O préximo resultado mostra que um operador linear é diagonalizdvel se, e somente

se, a matriz dele em relagdo a uma base é diagonalizavel.

Proposicdo 7.4. Seja T : R" — R" um operador linear. Seja B = {Eq, ..., E,} a base candnica de R". T é um operador

diagonalizdvel se, e somente se, [T]g ¢é uma matriz diagonalizdvel.

Demonstracdo. Se um operador linear T : R” — RR" é diagonalizdvel, entdo existe
uma base C de R" tal que [T]$ é diagonal. Entdo, pelo Corolario 6.16 na pagina 386
existe uma matriz P tal que

[T]G = PY[TIEP,

ou seja, a matriz A = [T]5 é diagonalizavel.

Reciprocamente, se a matriz A = [T]g é diagonalizéavel, em que B = {Ey,...,E,},
entdo existe uma matriz P tal que

D =P AP
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n
é uma matriz diagonal. Seja C = {Wy,...,W,}, em que W; = ZpijEi, para
i=1
j = 1,...,n. C éuma base de R" (Exercicio 6.3.9 na pagina 391) e

(IS = p~[T]8P = D.

Portanto, T é um operador diagonalizdvel. |

7.1.5 Forma Canodnica de Jordan (opcional)

Ja vimos (Exemplo 7.7 na pagina 408) que nem todo operador T : R" — R" é di-
agonalizdvel, ou seja, nem sempre existe uma base C de R” tal que a matriz [T}g é
diagonal. Entretanto, para varias aplicagoes, é suficiente que exista uma base C tal
que a matriz [T]g tenha uma forma bastante préxima da forma diagonal chamada

forma canénica de Jordan.
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Defini¢ao 7.5. Uma matriz |, n X n, estd na forma candnica de Jordan, se ela é da forma

_ _ A
Ju 0 -+ D i 0 0 0
M - 1 A 0 0
0 T 0 7
= ,emquefy=| i o1
5 A o 0 0 A0
]
00 I 0 0 1A
paraj=1,...,m. ]Ajéchamado bloco de Jordan.
Exemplo 7.9. As matrizes
2 000 50 0 0 -4 0 0 O 7 0 00
12 00 15 0 0 1 -4 0 0 o 07 00
012 0}’ 00 -3 0]’ 0 1 -4 0 0 070
000 2 0o 1 -3 0 0 1 -4 000 7

estdo na forma canodnica de Jordan. A primeira é formada de dois blocos de Jordan, o
primeiro sendo 3 x 3 e 0o segundo 1 x 1. A segunda matriz é formada de dois blocos
de Jordan 2 x 2. A terceira, por somente um bloco e a tltima por 4 blocos 1 x 1. A
matriz

SO RN
O =, N O
— N OO
_ o O O
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ndo estd na forma canonica de Jordan. Pois como os elementos da diagonal nédo sao
iguais, ela teria que ser formada por pelo menos dois blocos de Jordan e [—1] deveria
ser um bloco de Jordan 1 x 1. Entretanto, a entrada imediatamente acima de —1 néo
éiguala 0.

Autoespaco Generalizado

Vamos supor que exista uma base C = {Vl(l),...,Vngl),...,Vl(k),...,V,,(g} de R”
(my + ...+ m; = n) tal que a matriz do operador linear T : R” — RR", esteja na
forma canonica de Jordan

_ A0 0 0 0
]

Jo O 0 1 A 0 0 0
B 0 0 _
Te=7=1 . .. | emque ]y =

: o 0 0 A0

0 0 0 0 0 {2

] m]><m]
Assim,
vy = AV 4V ou (T-ADEVIY =V e (713

vy = av)
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parai:1,...,mj71ej:1,...,k. Ou seja,

(T-AD(V) =0,
(T—Ajl)z(vnﬁé)_l) = (T-AD() =0, (7.14)
(T-AD"V) = (T—xnm Y () =0.

()

Portanto, os vetores da base C, V;
as equagoes

, e 0s elementos da diagonal de J, A, satisfazem

(T—ADK(V) =0,

parak =1,...,m;. Isto motiva a seguinte definigao.

Definicdo 7.6. Seja T : R" — R" um operador linear. Um vetor V € R" ndo nulo é chamado autovetor
generalizado de T associado ao escalar A se

(T —AI)¥(V) =0, paraalgum inteiro positivo k.

Observe que se V é um autovetor generalizado associado a A e p é o menor inteiro
positivo tal que (T — AI)P(V) = 0, entdo (T — AI)P~1(V) é um autovetor de T asso-
ciado a A. Portanto, A é um autovalor de T. Além disso, (T — AI)7(V) = 0, para todo
q2p.

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



418 Diagonalizacao

Definicdo 7.7. Seja A um autovalor de um operador T : R” — R". O autoespago generalizado associado a A,
é o subconjunto definido por

W, = {V e R"| (T — A)¥(V) = 0, para algum inteiro k > 0}.

Observe que W), consiste dos autovetores generalizados acrescentado o vetor nulo
e contém o autoespaco associado a A. Além disso W, é um subespaco (verifique!) .
Assim, temos a seguinte seqiiéncia de subespagos encaixados:

N(T—AL) CN(T—AL)?2C--- CW, CR

O seguinte resultado é muito ttil na determinacdo das possiveis formas canonicas
de Jordan de um operador. A demonstracdo pode ser encontrada por exemplo em
[26].
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Teorema 7.5. Seja T : V — V um operador tal que seu polindmio caracteristico é da forma
p(t) = (1) (t=A)™ .. (E =A™,

com Ay, ..., Ay distintos. Entdo, dim(W;) = n;, parai =1,... k.

Exemplo 7.10. Seja T : R3 — R3 o operador definido por T(X) = AX, para todo

X € R3, em que
5 10
—4 1 0.
-2 -1 3

O polinémio caracteristico de T ¢ dado por p(A) = det(A — Al) = —(A —3)3.
Assim, o tinico autovalorde T é A = 3. A forma escalonada reduzida de

2 10 1 1/2 0
A-3L=|-4 -2 0] ¢ |0 00
-2 -1 0 0 00

Assim, N'(T —3I) = {(—B,2B,a) | a, p € R}.
Agora, (T — 31)? = O, a transformagdo linear nula. Portanto,

W; = N (A —313)% = R%.

|
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que estd na forma canodnica de Jordan, ou seja, a menos de ordenagao dos blocos esta
é a tinica forma candnica de Jordan do operador T.
Exemplo 7.11. Seja T : R* — R* o operador definido por T(X) = AX, para todo
X € R% em que
2 -1 01
0 3 -1 0
A= 0 1 1 0
0 -1 0 3
O polindmio caracteristico de T é dado por p(A) = det(A — Aly) = (A —3)(A —2)3.
Assim os autovalores de T sdo Ay = 3 e A, = 2. A forma escalonada reduzida de
-1 -1 01 1 00 -1
0 0 -1 0 ) 010 0
A=SL=1"9 1 20| ¢ loo1 o
0 -1 0 0 0 00 0
Assim, pelo Teorema 7.5, W3 = N (T —3I) = {(,0,0,a) | « € R}. A forma escalo-
nada reduzida de
0 -1 01 010 —1
0 1 -1 0 . 001 -1
A=2L=19 1 10| ¢ looo0 o0
0 -1 01 000 0
Assim, N(T —2I) = {(B,a, &, &) | &, B € R}. A forma escalonada reduzida de
0 -2 1 1 01 —-1/2 —-1/2
e |0 o0o0o0| . 00O 0 0
(A=2l)"=19 o0 0| ¢ |00 0 0
0 -2 11 0 0 0 0
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Assim, pelo Teorema 7.5, Wy = N(T —21)? = {(y,a + B,28,2%) | «,8,7 € R}.
Assim existe uma matriz P tal que

P lApP =

OO O W
oL NO
oOPN OO
N O OO

que estd na forma canodnica de Jordan. E a menos da ordem dos blocos esta é a tinica
forma canonica de Jordan possivel do operador T.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 563)

7.1.1. Ache o polindmio caracteristico, os autovalores e os autovetores de cada matriz:

(1 1 (1 -1
@[11] ® |y 4
[0 1 2 1 0 0
(0| 0 0 3 d | -1 3 0
10 0 0 | 3 2 =2
[2 -2 3 (2 2 3
e) |0 3 =2 11 21
|0 -1 2 |2 -2 1
7.1.2. Ache bases para os auto-espagos associados a cada autovalor
2 0 0 [2 3 0
@ 3 -1 0 (b)y | 01 0
|0 4 3 |0 0 2
1 2 3 4 [2 2 3 4
0 -1 3 2 0 2 3 2
© 1o o0 3 3 @ 1o 011
|0 0 0 2 |0 0 01
7.1.3. Verifique quais das matrizes sdo diagonalizaveis:
1 4 1 0
@1 3] ®] 59
1 1 =2 1 2 3
|4 0 4 (d 0 -1 2
1 -1 4 0o 0 2

7.1.4. Ache para cada matriz A, se possivel, uma matriz nao-singular P tal que P~ AP seja diagonal:
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(11 2] 4 2 3
@ |0 1 0 ® | 2 1 2
0 1 3| -1 2 0
(1 2 3] (3 -2 1
© 1010 @lo 20
21 2| 0 00

7.1.5. Sabendo-se que V; = (—4,—4,—1), Vo, = (5,4,1) e V3 = (5,3,1) sdo autovetores da matriz

bS
I
|

|
N QN Wl
[
o= Gl Gt
o= R I8

(a) Sem obter o polindmio caracteristico determine os autovalores correspondentes a estes autovetores.
(b) A matriz é diagonalizavel? Justifique?
7.1.6. Dé exemplo de:
(a) Uma matriz que ndo tem autovalor (real) (Sugestdo: use o Exercicio 29 na pagina 427).
(b) Uma matriz que tem um autovalor e ndo é diagonalizdvel (em R").
(c) Uma matriz que tem dois autovalores e ndo é diagonalizavel (em R").

7.1.7. (Relativo a subsecdo 7.1.5) Quais das seguintes matrizes estdo na forma candnica de Jordan.

21
21 0 0 0 000 0
02100 0
02 0 0 0
00210 0
@ |00 -1 1 0 (b)
00020 0
00 0 -1 0
00 0 0 -1 00002 0
00000 —1
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7.1.8. (Relativo a subsecdo 7.1.5) Determine as possiveis formas canonicas de Jordan.

fo 5 0 0 0 2 0 0 00 0
1 2 0 00 0
0 2 0 0 0
-1 0 2 0 O 0
@ | 0 0 -1 0 —1 (b)
01 0 20 0
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 1 111 1 2 0
L . 00001 -1
(1 1 0 0 -1 0 4 0]
[ —1 1 -1 -3 -1 7 o 1 1 -1 -1 -3 3 —4
0 -1 1 2 3 2 0 0 1 0 1 1 -2 1
© 0 0 -1 0 -2 1 ) 0 0 O 1 1 1 -4 -5
. 0 0 0 -1 1 -2 0o 00 O 1 0 -1 -5
0 0 0 0 -1 3 0 0 O 0 0 1 1 -1
| 0 0 0 0 0 —4 0 0 O 0 0 0 1 -2
|0 0 0 0 0 0 0 3 |
Exercicios usando o MATLAB®
>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1, ..., An
colocadas uma ao lado da outra;
>> solve(expr) determina a solucdo da equagao expr=0. Por exemplo,

>> solve(x~2-4) determina as solugdes da equacdo x> — 4 = 0;

>> subs(expr,x,num) substitui na expressdo expr a varidvel x por num.
>> [P,D]=eig(A) determina matrizes P e D (diagonal) tais que AP=PD.
inv(A) calcula a inversa da matriz A.

A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos sdo armazenados no formato simbélico.
A funcdo numeric faz o processo inverso.
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7.1.9.

7.1.10.

7.1.11.

7.1.12.

7.1.13.

Comandos do pacote GAAL:

>> A=randi(n) ou>> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n oum por n, respectivamente, com elementos
inteiros aleatdrios.

>> escalona(A) calcula passo a passo a forma reduzida escalonada da matriz A.
>> null(A) determina uma base para o espaco solugdo do sistema homogéneo AX = 0.

Defina as matrizes B=sym(randi(2)) e A=[B-B’,zeros(2,1) ;zeros(1,2),randi]. A matriz A é diago-
nalizdvel? Por que?

Defina as matrizes L=[eye(2) ,zeros(2,1) ;randi(1,2),0] e A=sym(L*L’). Determine o polindmio ca-
racteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independentes com o maior
numero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que inv (P) *A*P=D, se possivel. Veri-
fique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([2*a,a-b,a-b;0,a+b,b-a;0,b-a,a+b]). Determine o polindmio ca-
racteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independentes com o maior
niimero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que inv (P) *A*P=D, se possivel. Veri-
fique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([a,0,b;2*b,a-b,2%b;b,0,a]). Determine o polindmio caracteristico
de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independentes com o maior niimero
possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que inv(P)*A*P=D, se possivel. Verifique o
resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare com as matrizes que vocé encontrou.

Exercicios Teoricos

Dizemos que uma matriz B, n X n, é semelhante a uma matriz A, n X n, se existir uma matriz P ndo
singular tal que B = P~'AP. Demonstre:

(a) A ésemelhante a A;

(b) Se A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A;
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7.1.14.

7.1.15.

7.1.16.

7.1.17.

7.1.18.

7.1.19.

7.1.20.

7.1.21.

7.1.22.

7.1.23.

(c) Se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C.

Seja A um autovalor (fixo) de A. Demonstre que o conjunto formado por todos os autovetores de A
associados a A, juntamente com o vetor nulo, é um subespago de R". Este subespago é chamado de au-
toespaco associado a A. Em outras palavras, combinagdo linear de autovetores associados a um mesmo
autovalor é um autovetor associado a esse mesmo autovalor.

Demonstre que se A e B sdo semelhantes, entdo possuem os mesmos polindmios caracteristicos e por-
tanto os mesmos autovalores.

Demonstre que se A é uma matriz triangular superior, entdo os autovalores de A sdo os elementos da
diagonal principal de A.

Demonstre que A e A" possuem os mesmos autovalores. O que podemos dizer sobre os autovetores de
Ae AR?
Seja A um autovalor de A com autovetor associado X. Demonstre que AF é um autovalor de A* = A... A

associado a X, em que k é um inteiro positivo.

Uma matriz A é chamada nilpotente se A¥ = 0, para algum inteiro positivo k. Demonstre que se A é
nilpotente, entdo o tinico autovalor de A é 0. (Sugestdo: use o exercicio anterior)

Seja A uma matriz n x n.

(a) Mostre que o determinante de A é o produto de todas as raizes do polindmio caracteristico de A;
(Sugestdo: p(t) =det(A —t1;,) = (=1)"(t — A1) ... (t — An).)

(b) Mostre que A é singular se, e somente se, 0 for um autovalor de A.

Seja A um autovalor da matriz ndo-singular A com autovetor associado X. Mostre que 1/A é um auto-
valor de A~! com autovetor associado X.

a

Seja A = { c } . Ache as condigoes necessdrias e suficientes para que A seja diagonalizavel.

d

Se V e W sdo autovetores associados a um autovalor A, entdio W — proj,, W é também um autovetor
associado a A? E se V e W forem autovetores associados a autovalores diferentes?
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7.1.24.

7.1.25.

7.1.26.

7.1.27.
7.1.28.

7.1.29.

Sejam A e B matrizes n x n. Mostre que AB e BA possuem os mesmos autovalores. (Sugestdo: Separe em

dois casos: A = 0 e A # 0. No segundo caso, mostre que se V é autovetor de AB, entdo BV é autovetor
de BA.)

Seja A uma matriz n x n diagonalizdvel. Mostre que o traco de A ¢é igual a soma das raizes do seu
polinémio caracteristico, incluindo as multiplicidades. (Sugestao: use o fato de que tr(AB) = tr(BA).)

Suponha que duas matrizes n x n A e B sdo tais que B = wA, para um escalar « # 0. Mostre que se A é
autovalor de uma matriz A, entdo aA é autovalor de B.

Seja A uma matriz n x n com n autovalores diferentes. Mostre que A é diagonalizavel.
(a) Mostre que se V é autovetor de A, entdo V é autovetor de A*. Com qual autovalor?

(b) EseV éautovetor de A*, entdo V é autovetor de A? (Sugestdo: veja o que acontece com uma matriz
nilpotente)

Dado um polinémio
p(t) = (=1)"(t" + an_lt”*1 + - 4ap)

Verifique que a matriz

0 1 0 0
0 0 1 0
A= : : " . : ’
0 0 0 - 1
—ap —ay —az - —A4p-1

nxn

é tal que o seu polindémio caracteristico é p(t). Esta matriz é chamada matriz companheira do polindmio
p(t). (Sugestao: verifique para n = 2 e depois supondo que seja verdade para matrizes (n — 1) x (n —1)
mostre que é verdade para matrizes n x n expandindo em cofatores em relacdo a primeira coluna)
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7.2 Diagonalizacdo de Matrizes Simétricas

7.2.1 Motivacao

O problema da identificacdo de uma cénica (curva no plano descrita por uma
equacdo de 2° grau em x e y) através da sua equagdo é facilmente resolvido se a
equagdo nio possui um termo em que aparece o produto xy. Mas, ao contrério, se
aparece este termo misto, temos que fazer uma mudanca de coordenadas de forma
que nas novas coordenadas ele ndo aparega. Vejamos o exemplo seguinte.

Exemplo 7.12. Considere o problema de identificar uma conica representada pela
equagao
3x% 4 2xy + 3y* = 4. (7.15)

Usando matrizes, esta equacdo pode ser escrita como

Bx+y x+3y] { ; } =4

ou
x ] 3 1 x|
Y11 3 v
ou ainda,
X'AX =4, (7.16)
em que

- [2 ] ex[3]

Como veremos adiante (Exemplo 7.14 na pagina 434), podemos escrever

A = PDP!
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em que
1 1
| v o» (20
P=1_3 I eD‘{o 4]'
V2 V2

Assim, a equacgao (7.16) pode ser escrita como
(X'P)D(P'X) = (P'X)'D(P'X) = 4.

Se fazemos a mudanca de variaveis (ou de coordenadas) X = PX’, entio como
P'P = I, aequagdo (7.16) se transforma em

X"'"DX' =4

ou

que pode ser reescrita como,

2x/2 +4y/2 — 4/
ou dividindo por 4, como
X2 ylz
I AR |
2 1

que é a equacao da elipse mostrada na Figura 7.2. Veremos na préxima se¢do como
tragar esta elipse.

A matriz P, tem a propriedade de que a sua inversa é simplesmente a sua transposta,
P~! = P!. Uma matriz que satisfaz esta propriedade é chamada de matriz ortogonal.
O que possibilitou a identificagdo da conica, no exemplo anterior, foi o fato de que
a matriz A é diagonalizdvel através de uma matriz ortogonal P. Ou seja, existe uma
matriz P tal que A = PDP~'e P~! = P
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Ja vimos que nem toda matriz é diagonalizavel (Exemplo 7.7 na pagina 408). Va-
mos ver que se uma matriz A é simétrica, entdo ela é diagonalizavel, isto €, existe
uma matriz diagonal D e uma matriz invertivel P tal que D = P~!AP. Além disso,
para matrizes simétricas, existe uma matriz P tal que D = P'AP. Isto porque existe
uma matriz ortogonal P que faz a diagonaliza¢do, ou seja, que tem a propriedade
P~! = P! Em algumas aplicacdes a diagonalizagio com uma tal matriz é ne-
cessaria, como por exemplo na identificacdo de conicas.

Vamos em primeiro lugar, caracterizar as matrizes ortogonais.
7.2.2 Matrizes Ortogonais

Uma matriz P tal que P~! = P! é chamada de matriz ortogonal.

Proposicao 7.6. Uma matriz P é ortogonal se, e somente se, as suas colunas formam um conjunto ortonormal de vetores.

Demonstragio. Vamos escrever P = [Uj ... Uy]. Ouseja, Uy, ..., U, sdo as colunas
de P. A inversa de P é P! se, e somente se, PP = I,,. Mas,
Ut uit, Ui, ... utu,
1 uu, uu, ... Uil
t .
PP = : Uy ... Uy = . . ;
uy ‘ t . .
u,u, u,t, ... U,ly

Logo, P'P = I, se, e somente se, U/U; = U; - U; = O para i # je UlU; = U; - U; = 1
parai=1,...n. Ouseja, PP = I, se, e somente se, U, ..., U, sdo ortonormais. M
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Vamos supor que uma matriz A é diagonalizavel através de uma matriz ortogonal,
ou seja, que existe uma matriz P tal que D = P! AP é uma matriz diagonal. Como a
matriz P é uma matriz cujas colunas sdo autovetores de A, deduzimos da proposicao
anterior que uma matriz A é diagonalizdvel através de uma matriz ortogonal se, e
somente se, ela possui um conjunto ortonormal de autovetores. Como veremos, as
matrizes simétricas possuem esta caracteristica.

Proposicao 7.7. Para uma matriz A simétrica, os autovetores associados a autovalores diferentes sio ortogonais.

Demonstracdo. Sejam V; e V, autovetores de A associados aos autovalores Aq e Ay,
respectivamente, com A1 # Ay. Entdo, AV) = A Vi e AV, = A Vs,

Agora, se escrevemos os vetores como matrizes colunas, o produto escalar é simples-
mente o produto matricial da transposta da primeira matriz pela segunda. Assim,

AV - Vo = (AV)'V, = VIATY, = vy - AV, (7.17)
Como A é simétrica A = A e como Vj e V, sdo autovetores de A, temos de (7.17)
que
MV1-Vo =LV -V
ou
(M = AV - Vo =0.
Como A1 # Ay, concluimos que V; - V, = 0, ou seja, Vi, V; sdo ortogonais. |
Como autovetores associados a autovalores diferentes ja sdo ortogonais, para diago-
nalizarmos uma matriz simétrica A através de uma matriz P ortogonal, precisamos
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encontrar, para cada autovalor, autovetores ortonormais associados a eles. Para isso,
podemos aplicar o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt a cada conjunto
de autovetores L.I. associados a cada um dos autovalores.

Exemplo 7.13. Considere a matriz

A:

NN~

2 2
4 2
2 4

Esta é a matriz do Exemplo 7.5 na pagina 406. Para esta matriz o polindmio carac-
teristico €

p(t) = det(A —tI3) = (t —2)%(8 — t)

Portanto os autovalores de A (raizes reais do polindmio caracteristico) sdo A = 2 e
Ap = 8.

Os autovetores associados aos autovalores A1 = 2 e A, = 8 sdo as solugdes de
(A - A113)X =0 e (A - )\2[3)X = (_),
respectivamente.

A forma escalonada reduzida de

2
A-2L= |2
2

N NN
N NN
>
O O =
O O =
O O =

Portanto o autoespago associadoa Ay =2 ¢é

Wi ={(-a—-pBBa)|apcR},
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Agora, (—a — B,B,a) = a(—1,0,1) + B(—1,1,0). Assim, os vetores V; = (—1,0,1) e
Vo = (—1,1,0) geram W;. Como além disso, eles sdo L.I. (um ndo é multiplo escalar
do outro), entdo eles formam uma base para Wj.

Para encontrar dois autovetores ortonormais associados a Ay = 2 vamos aplicar o
processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt aos vetores V; e V.

. 1 1
Wy =V, =(-1,0,1); W2:V2—pro]W1V2: (_E'l'_i)

1 1 1
t = (nwm) Wi=m0 %)

1 1 2 1
Uz = <||W2||> W= e R

Com relagdo ao autovalor A, = 8, temos que a forma escalonada reduzida da matriz

-4 2 2 1 0 -1
A -8 = 2 -4 2 é 0 1 -1
2 2 —4 0 0 0

Assim, o autoespago associadoa A, = 8 é

Wy = {(a,a,a) | & € R}.

O conjunto {V3 = (1,1,1)} é uma base para W5, pois como (&, &, a) = a(1,1,1), V3
gera W; e um vetor ndo nulo é L.I. Assim, o vetor

1 1 1 1
Us= (o | Vo= (2= =
3 <||v3||> = (5B

forma uma base ortonormal para W.
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Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo
ortogonais. Portanto, Uy, U e U3 sdo ortonormais e assim a matriz

P = [U;UpU3] =

5‘” o &""
S s s
S S-S

satisfaz D = P'AP, em que

)

|
coN
oNn o
® oo

Exemplo 7.14. Considere a matriz

3
A=

5 |

p(t) =det(A —th) =t> —6t+8 = (t —2)(t — 4).

O seu polindémio caracteristico é

Portanto os autovalores de A sdo A; = 2 e A = 4. Os autovetores associados aos
autovalores A\; = 2 e Ay = 4 sdo as solucdes de (A — A L)X =0e (A— X)X =0
respectivamente.

A solugdo geral do sistema (A — 2I,) X = 0 é o autoespago

Wi = {(a, —a) | « € R}.

Introducao a Algebra Linear
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Como (&, —a) = a(1,—1), entdo V5 = (1, —1) gera Wy e como um vetor ndo nulo é
L.I, {V1} é uma base de W;. Assim,

= () = (7~ 3)

é uma base ortonormal de W;.

A solugéo geral do sistema (A — 41) X = 0 é o autoespago

Wy = {(a,a) |« € R}.

Como (a,a) = a(1,1), entdo V, = (1,1) gera W, e como um vetor ndo nulo é L.L,
{V,} é uma base de W,. Assim,

= (war) = (G v3)

é uma base ortonormal de W.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo

ortogonais. Portanto

g

I
S-Sl
S-Sl

sdo tais que D = P'AP.

20
eD—{O 4].

O préximo resultado, que ndo serd demonstrado no momento (Apéndice IV na
pagina 440), garante que o procedimento seguido nos dois exemplos anteriores sem-
pre funciona, ou seja, que toda matriz simétrica é diagonalizavel através de uma
matriz ortogonal.

Julho 2010

Reginaldo J. Santos



436 Diagonalizacio

Teorema 7.8. Se A é uma matriz simétrica, entio existe uma matriz P ortogonal e uma matriz diagonal D tal que
D = P'AP.

Assim, se A é simétrica, entdo ela é diagonalizdvel.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 584)

7.2.1. Diagonalize cada matriz dada A por meio de uma matriz ortogonal, ou seja, ache uma matriz ortogonal
P tal que P' AP seja diagonal:

2 2 2 1
@ |5 5 b) 17 5
0 0 1] [0 0 0]
(0|0 00 (d |0 2 2
(1 0 0] 0 2 2|
(1 1 0 (2 1 1]
@ |11 0 ® 1121
0 0 1| 11 2|
1.2 00 [0 0 0 0
210 0 0000
® 1001 2 M 1o 001
00 21 0010

7.2.2. Seja A uma matriz simétrica. Sabendo-se que
Vi1=(0,2-21) e V,=(2,1,-2,3)
sdo autovetores de A associadosa Ay =2e
V3 =(-2,0,1,2) e Vy=(-3,-2,-1,2)
sdo autovetores associados a Ay = 4 determine, se possivel, uma matriz P e uma matriz diagonal D tais

que A = PDP".

Exercicios Teoricos
7.2.3. Mostre que se A é uma matriz ortogonal, entdo det(A) = +1.

7.2.4. Mostre que se A e B sdo matrizes ortogonais, entdo AB é ortogonal.
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cosf —senb

7.2.5. (a) Verifique se a matriz { senf  cosf

} é ortogonal;
(b) Mostre que X = (x,y) é ortogonal a V = (a,b) # 0 com || X|| = ||V]]| se, e somente se, X = (—b,a)
ouX = (b, —a).

(c) Mostre que se A é uma matriz ortogonal 2 x 2, entdo existe um ntmero real 6 tal que

_ | cosf —sen® ou A— cosf  send
" | sen# cos 0 " | sen® —cosf |-

A primeira matriz tem determinante igual a 1 e é chamada matriz de rotacao.

(Sugestdo: Comece com uma matriz (ai]')ZX 2 e use o fato de que as colunas sdo ortonormais. Uma
~ z 2 2 _ o . .
das equagdes serd aj; + a5, = 1. Faga a1 = cos 6 e ap1 = sen . Use o item anterior.)

7.2.6. Mostre que se uma matriz A é diagonalizdvel por uma matriz ortogonal (isto é, existem P e D, com
P~ = P! e D diagonal, tais que D = P'AP), entdo A é uma matriz simétrica.

7.2.7. Dizemos que uma matriz simétrica A, n x n, é (definida) positiva se XtAX >0, paratodo X € R", X # 0,
X escrito como matriz coluna. Mostre que sdo equivalentes as seguintes afirmagoes:

(a) A matriz A é definida positiva.
(b) A é simétrica e todos os autovalores de A sdo positivos.
(c) Existe uma matriz definida positiva B tal que A = B2. A matriz B é chamada a raiz quadrada de A.

(Sugestao: Mostre que (a)=-(b)=-(c)=-(a). Na parte (b)=(c) faca primeiro o caso em que A é uma matriz
diagonal)

7.2.8. Seja A uma matriz invertivel n x n. Mostre que existe uma matriz simétrica definida positiva P e uma
matriz ortogonal U, tal que A = PU. Esta decomposicado é tinica chamada de decomposi¢do polar de A.

(Sugestdo: Sejam P = (AA')Z e U = P~ A. Mostre que UU* = ,.)
g ] q
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7.2.9. Seja A uma matriz n x n. Parak = 1,...,n, seja Ay a submatriz obtida de A eliminando-se as tltimas
n — k linhas e colunas. Aj é chamada submatriz principal de A de ordem k. Mostre que se A é uma
matriz simétrica definida positiva n x n, entdo

(a) A éndo singular;
(b) det(A) > 0;

(c) as submatrizes principais Aj, ..., A, sdo todas definidas positivas. (Sugestdo: considere vetores Xj
tais que os tltimos 1 — k elementos sdo nulos.)
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Apéndice IV: Autovalores Complexos

Vamos provar que toda matriz simétrica é diagonalizavel através de uma matriz or-
togonal. Para isto, precisamos trabalhar com matrizes cujas entradas sdo ntimeros
complexos. Vamos chamar o conjunto das matrizes m x n cujas entradas sao
ntmeros complexos de M, (C).

Para uma matriz A = (a;;) € Myun(C), definimos o conjugado da matriz A, deno-
tado por A como sendo a matriz B = (b;j) € My, (C) dada por b;; = a5, em que, se
ajj = wjj + lﬁZ], entao El_l'j = Qjj — Z‘Bl]

Para as matrizes de M,,, (C) além das propriedades que ja foram demonstradas no
Teorema 1.1 na pédgina 9 sdo validas as seguintes propriedades, cuja demonstracao
deixamos a cargo do leitor:

(p) Se A € M;;,(C) e B € Mp,(C), entdo

(q) Se A € Myu(C)ea € C,entdo

Proposicao 7.9. Seja A uma matriz n x n com entradas reais. Se Z € M,;1(C), é um autovetor de A associado a um
autovalor complexo A = « + i com B # 0, ou seja, se AZ = AZ, entdo Z também é um autovetor de A associado a
A=ua—if.
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Demonstracdo. o - _
AZ=AZ=(AZ)=AZ=AZ.

Teorema 7.10. Toda matriz simétrica, cujas entradas sdo niimeros reais, possui autovalor real.

Demonstracdo. Seja A uma matriz simétrica, cujas entradas sdo ntimeros reais. Va-
mos mostrar que as raizes do seu polindmio caracteristico sdo reais. Seja A uma raiz
do polindmio caracteristico de A. Entdo o sistema linear (A — Al,,)Z = 0 tem solucdo
nao trivial Z € M,;;1(C). O que implica que

AZ = AZ.

Como A é uma matriz cujas entradas sdo nimeros reais, pela Proposicao 7.9 temos
que AZ = A Z. Por um lado,

n
Z'AZ =722 =277 =2Y |z
i=1
Por outro lado
n
Z'A7=7'A7=(AZ2)'2=27'2 =2 |z~
i=1

Logo, A=A, ou seja, A é um ndmero real. |
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Demonstragio do Teorema 7.8 na pdgina 436. O resultado é obvio se n = 1. Vamos
supor que o resultado seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1) e vamos provar
que ele é verdadeiro para matrizes n X n. Pelo Teorema 7.10 a matriz A tem um auto-
valor A;. Isto significa que existe autovetores associados a A;. Seja V; um autovetor
de norma igual a 1 associado a A1. Sejam Vj,...,V, vetores tais que {Vy,...,V,;}
é uma base ortonormal de R" (isto pode ser conseguido aplicando-se o processo
de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt a uma base de R" que contenha V;.) Seja
Py = [Vy...Vy]. Como AV} = MV e AV;,..., AV, sdo combinagdes lineares de
Vi,...,Vy, temos que

AP, = [AV; ... AV, = [V ... V;]M = P| M, (7.18)

Al‘*"'*
0

em que M = . Multiplicando-se & esquerda (7.18) por P!

: B
0

obtemos M = P{AP;. Mas, M' = (P!AP))" = P'A'Py = PLAP; = M, ou seja, a

matriz M é simétrica. Portanto,

com B uma matriz simétrica (n — 1) x (n —1). Como estamos supondo o resultado
verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), entdo existe uma matriz ortogonal P,

1 0 ... 0
(n—1) x (n—1), tal que D, = P{BP, é diagonal. Seja P, = | 0
0

b,
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Seja P = P, P,. P é ortogonal (verifique!) e pela equagdo (7.18)

A 0o ... 0
AP = (AP))P, = PPMP, = P; 0 _
. BP,
0
Mas, BP, = P,D, e assim,
M 0 ... 0
AP = PP, O = PD,
. D2
0
A 0 0
emque D = 0 b . Multiplicando-se a esquerda por P! obtemos
: 2
0
o resultado. [}
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y y
W,
4 4
: : W= (1,2)
X X
2 . V=(1,-2)
AW
Wy
AV
6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6
Figura 7.1: Autovetores associadosa A; = 3 ea Ay = —1 da matriz do Exemplo 7.3
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y A

Wa

Eq

<y

Wi

Figura 7.2: Elipse do Exemplo 7.12
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7.3 Aplicacao na Identificacao de Conicas

Uma equacdo quadratica nas varidveis x e y tem a forma
ax® + bxy +cy* +dx +ey + f =0,

em que a,b,c,d,e e f sdo nliimeros reais, com a,b e ¢ ndo simultaneamente nulos.
Esta equagdo representa uma (se¢do) conica, por poder ser obtida da intersecdo de
um cone circular com um plano. As cdnicas mais importantes sdo elipses, hipérboles
e parabolas, que sdo chamadas de cénicas ndo degeneradas. As outras que incluem
um tnico ponto, um par de retas, sio chamadas cénicas degeneradas.

Dizemos que a equagdo de uma conica ndo degenerada esta na forma padrao se ela
tem uma das formas dadas na Figura 7.5 na pagina 454.

Nesta secdo veremos como a diagonalizacdo de matrizes simétricas pode ser usada
na identificacdo das cOnicas cujas equagdes ndo estdo na forma padrao.

Vamos estudar alguns exemplos.

Exemplo 7.15. Considere a conica C cuja equagdo é
5x% — 4xy + 8y* — 36 = 0.
Esta equacdo pode ser escrita como

X'AX —36 =0, (7.19)

[ 32]
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O polindmio caracteristico de A é

5-A =2

p(A) = det(A — ALy) = det [ o 8-

]_A?—BA+3@

Logo, os autovalores de A sdo A = 4 e Ay = 9. Os autovetores associados a A; = 4
sdo as solugdes nao nulas do sistema

(A—4L)X =0

RN

Vi ={(2a,a) | « € R}.

ou

cuja solugéo é

Assim, V; = (2,1) é uma base para Vy, pois gera Vi e é LL EW; = H“%ll = (%, %)
é uma base ortonormal para V.

Os autovetores associados a A, = 9 sdo as solu¢des nao nulas do sistema

(A—9L)X =0

-4 -2 x| |0
-2 -1 y| 0]’
Vo ={(—a,20) |« € R}.
Assim, V, = (—1,2) é uma base para V;, pois gera V, e ¢ L.I. E

ou

cuja solugéo é
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é uma base ortonormal para V;. Portanto,

D =P'AP

em que,

40 Z

D:{O 9], eP:[Wlwz]Z[\{g ‘ég]
V5 V5
/

Vamos fazer a mudanca de variaveis X = PX’, em que X' = [ ;, } na equacgao
(7.19).

Substituindo X = PX’ na equagéo (7.19), obtemos

X"'(P'AP)X' —36 =0,

ou
X"DX' —36 =0,
ou
4x? + 9y 36 = 0,

ou ainda » "

x y

4+l = 7.20

5 77 (7.20)

que é a equagdo de uma elipse cujo esbogo é mostrado na Figura 7.3. Para fazer o
esbogo do grafico, em primeiro lugar temos que tragar os eixos X’ e y’. O eixo x’ passa
pela origem, é paralelo e possui o mesmo sentido do vetor Wi, que tem coordenadas

[ (1) } em relagdo ao sistema de coordenadas x'y’. Assim, W; = P [ (1) }, que é a
primeira coluna de P. O eixo y’ passa pela origem, é paralelo e possui 0 mesmo

. 0 < .
sentido de W, que tem coordenadas 1 | em relacdo ao sistema de coordenadas
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x'y'. Assim, W, = P { (1) } , que é a segunda coluna de P. Depois, a partir da equacao

(7.20), verificamos na Figura 7.5 na pagina 454 a forma da curva em relagdo aos eixos
x'ey'.

Exemplo 7.16. Considere a conica cuja equagdo é dada por

20 80
5x2—4xy+8y2+%x—%y+420.

Esta equacdo pode ser escrita como
XIAX+KX+4=0, (7.21)
em que

-2 8 V5 V5

A matriz A é a mesma do exemplo anterior. Assim, temos que

A:[5 _z}eK:[m—%}.

D = PtAP

em que,

D:[ég],eP:D%Wﬂ:[

H&‘I\)
SINGIL

Vamos fazer a mudanca de varidveis X = PX’, em que X' = [

Substituindo X = PX’ na equagéo (7.21), obtemos

X" (P'AP)X' + KPX'+4 =0
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x

Figura 7.3: Elipse do Exemplo 7.15
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ou
X"DX'+ KPX'+4=0,
ou
4x + 9y — 8x' — 36y +4=0.
ou ainda,

4(x? 2" ) +9(y? —4y) +4=0
Completando os quadrados, obtemos
4[(x% =20 +1) =1 +9[(y* — 4y’ +4) —4] +4=0

ou
4(x' —1)2 +9(y —2)> —36 = 0.

Fazendo mais uma mudanca de varidveis

= X -1e (7.22)
" y -2 (7.23)
obtemos
4x//2 4 9y//2 —36=0
ou

12 12
x Y
—+=—=1 7.24
o T2 (7.24)
que é a equagdo de uma elipse cujo esbogo é mostrado na Figura 7.4. Para fazer o
esbogo do grafico, em primeiro lugar temos que tragar os eixos x” e y”, que por sua
vez sdo translagdes dos eixos x" e y'. O eixo X’ tem a diregdo e o sentido do vetor

W; =P [ (1) } (a primeira coluna de P). O eixo y’ tem a direcdo e o sentido do vetor

Wz_P[O

1 ] (a segunda coluna de P). O eixo x” tem equacdo y”" = 0. Usando a

Julho 2010
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equagdo (7.22) obtemos iy’ = 2. O eixo y” tem equagdo x” = 0. Usando a equacdo
(7.23) obtemos x” = 1. Depois, a partir da equagédo (7.24), verificamos na Figura 7.5
na pagina 454 a forma da curva em relagéo aos eixos x” e y”.

Os exemplos anteriores sdo casos particulares do proximo teorema, cuja
demonstragdo é feita da mesma forma que fizemos com os exemplos e por isso dei-
xamos para o leitor a tarefa de escrevé-la.

Teorema 7.11. Considere a equagio
ax®> + bxy +cy? +dx +ey+f =0, (7.25)

coma,b,c,d,e, f €R,sendoa,becnio simultaneamente nulos. Entdo existe um sistema de coordenadas ortogonal X'y,
em que a equagdo (7.25) tem a forma

/\1x/2 +/\2yl2+d/x/+€/]/+f — 0/
em que Ay, Ay sdo os autovalores de

B a b/2
A—[b/z c }

Mais ainda,
X =PX’,

/
em que X' = { ° } , X = [ ; ] e P é uma matriz ortogonal (P~ = P!).
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Wy 1

Figura 7.4: Elipse do Exemplo 7.16
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Diagonalizacdo

2 2

x* oy . y . x _
af2+ﬁ:1,a>b Elipse a2+ﬁ_1’a>b
y y
0,a)
(®0)
(—a,0) / (a,0) (~b,0) (b,0)
\ﬁ(m)
0,—a)
2 2 2 2
Y . Y- X
i 1 Hipérbole o 1
©-a)
y?> =4px, p >0 Paribola x> =4py, p>0

y
a0
|
I
=

Introducao é“Algebra Vnear

Julho 2010



7.3  Aplica¢ido na Identificacio de Conicas 455

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 594)

Identificar a conica, achar a equagdo no dltimo sistema de coordenadas utilizado e fazer um esbogo do grafico.
7.3.1. 9x% — 4xy + 6y* = 30;
7.3.2. 3x? — 8xy — 12y* + 81 = 0;
7.3.3. 2x? —dxy — y? = —24;
7.3.4. 21x? + 6xy + 13y* — 132 = 0;
7.3.5. 4x% — 20xy + 25y — 15x — 6y = 0;
7.3.6. 9x% + y* + 6xy — 10v/10x + 10v/10y + 90 = 0;
7.3.7. 5x% + 5y — 6xy — 30v/2x + 18v/2y + 82 = 0;
7.3.8. 5x2 + 12xy — 121/13x = 36;
7.3.9. 6x% +9y? — dxy — 4/5x — 181/5y = 5;
7.3.10. x* — y? 4+ 2v/3xy + 6x = 0;
7.3.11. 8x% + 8y? — 16xy + 33v/2x — 3112y + 70 = 0;
7.3.12. x* —6xy — 7y* +10x +2y +9 = 0;

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do pacote GAAL:

>> [P,D]=diagonal (A) diagonaliza a matriz A, de forma que AP=PD, em que D é uma matriz diagonal e P
é uma matriz ortogonal.
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>> subst (expr, [x;y], [a;b]) substitui na expressao expr as varidveis x,y por a,b, respectivamente.
. 22
>> elipse(a,b) desenha a elipse 2; + Z—z =1.

. ) 12 ~ " N
>> elipse(a,b, [U1 U2]) desenha a elipse ’;—,2 + yb—z =1, em que x’ e ¥’ sdo as coordenadas em relagdo a
base ortonormal U1 e U2.

12
>> elipse(a,b, [U1 U2],X0) desenha a elipse ’Z—;z + be = 1, em que x” e y” sdo as coordenadas em

relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto XO.

. 2 2
>> hiperbx(a,b) desenha a hipérbole %; — Z—z =1.
12
>> hiperbx(a,b, [U1 U2]) desenha a hipérbole ’;—,22 — %—2 = 1, em que x’ e i’ sdo as coordenadas em
relacdo a base ortonormal U1 e U2.
L 2 12 _
>> hiperbx(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole ’Z—; - yh—z =1, em que x" e y” sdo as coordenadas

em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto X0.

2
>> hiperby(a,b) desenha a hipérbole Z—Z — g—; =1.
2
>> hiperby(a,b, [U1 U2]) desenha a hipérbole i—z — ’2—,22 = 1, em que x’ e ¥’ sdo as coordenadas em
relacdo a base ortonormal U1 e U2.

xl/z

112
>> hiperby(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole L — ¥~ = 1, em que x” e y” sdo as coordenadas

em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto X0.
>> parabx(p) desenha a pardbola y? = 4px.

>> parabx(p, [U1 U2]) desenha a parabola y'?> = 4px’, em que x e i’ sdo as coordenadas em relagao a
base ortonormal U1 e U2.

>> parabx(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola y"? = 4px”, em que x” e y" sdo as coordenadas em
relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por XO.
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>> paraby(p) desenha a pardbola x> = 4py.

>> paraby(p, [U1 U2]) desenha a parabola x> = 4py’, em que x’ e y’ sdo as coordenadas em relagao a
base ortonormal U1 e U2.

>> paraby(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola x> = 4py”, em que x” e y” sdo as coordenadas em
relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por XO.

7.3.13. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicios Teoricos
7.3.14. Demonstre o Teorema 7.11 na pagina 452.

7.3.15. Seja C o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a equagao
ax? + bxy + cy? +dx +ey + f = 0.

a b/Z]

Consideremos a matriz A = [ b2 . Sejam A e u os autovalores de A.

(a) Mostre que Ay = ac — b*/4.

(b) Mostre que se Ay > 0, entdo C é uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.

(c) Mostre que se Ap < 0, entdo C é uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.
(d) Mostre que se Ay = 0, entdo temos duas possibilidades:

i. Se A # 0ou p # 0, entdo C é uma parabola, um par de retas paralelas, uma reta ou o conjunto
vazio.

ii. Se A = u = 0, entdo C é uma reta. Observe que neste caso C ndo é uma conica (por que?).
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Teste do Capitulo

1. (a) Encontre matrizes P e D tais que
D = P'AP,

as] 28],

(b) Identificar a conica, achar a equagdo no ultimo sistema de coordenadas utilizado e fazer um esbogo
do grafico.

em que

8x% + 8y* — 16xy +33v2x — 31V2y + 70 = 0

2. Verifique quais das matrizes seguintes sdo diagonalizaveis:

o4 ] o s ]

1 0
0 -1

(b) Sabendo-se que A = P~1DP, calcule A™.

3. (a) SejaD = { } . Calcule D10,

4. Diga se é verdadeiro ou falso cada item abaixo, justificando.

(a) Se A é uma matriz 2 x 2 com somente 1 autovalor, entdo A ndo é diagonalizavel;
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(b) Se V e W sdo autovetores associados a um autovalor A, entdo W — proj;,, W é também um autovetor
associado a A.

(c) Se A ndo é singular, entdo 0 ndo é autovalor de A;

(d) As matrizes A e A2 possuem os mesmos autovetores;
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Respostas dos Exercicios

1.1. Matrizes (pagina 17)

1.1.1. >> A=[2,0;6,7]; B=[0,4;2,-8]; C=[-6,9,-7;7,-3,-2]
1,0,-4

>> D=[-6,4,0;1,1,4;-6,0,6]; E=[6,9,-9;-1,0,-
>> A*B-BxA
-24  -20
58 24
>> 2%C-D
??? Error using ==> - Matrix dimensions must agree.
>> 2xD-3*E
-30 -19 27
5 2 20
6 0 15
>> Dx(D-E)
80 34 -22
-10 -4 45

460
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72 30 -12

No item (c) foram usadas as propriedades (I) e (n) do Teorema 1.1 na pédgina 9 e no item (d) foi usada a
propriedade (i).

1.1.2. A(B+C) = AB+ AC, B'A' = (AB)!, C'A! = (AC)!, (ABA)C = (AB)(AC).

1.1.3. (a) > A=[-3,2,1;1,2,-11;B=[2,-1;2,0;0,3];
>> Cc=[-2,1,-1;0,1,1;-1,0,1];
>> syms dl d2 d3
>> D=diag([d1,d2,d3]);
>> E1=[1;0;0];E2=[0;1;0];E3=[0;0;1];

>> BxA
-7 2 3
-6 4 2
3 6 -3
>> Ax*B
-2 6
6 -4
(b) >> [A*E1-A(:,1) ,A*E2-A(:,2),A*E3-A(:,3)]
0 0 0
0 0 0
>> E1.’%B-B(1,:)
0 0
>> E2.°*B-B(2,:)
0 0
>> E3.’%B-B(3,:)
0 0

(c) > C1=C(:,1);C2=C(:,2);C3=C(:,3);
>> C*D-[d1*C1,d2*C2,d3+*C3]
[ 0, 0, 0]
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[ 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0]
(d) >> Cc1=C(1,:);C2=C(2,:);C3=C(3,:);

>> D*C-[d1*C1;d2*C2;d3*C3]

[ 0, 0, 0]

[ 0, 0, 0]

[ 0, 0, 0]

(e) >> B1=B(:,1);B2=B(:,2);
>> A*B-A*[B1,B2]
0 0
0 0

(f) >> A1=A(1,:);A2=A(2,:);
>> AxB-[A1;A2]*B
0 0
0 0

1.1.4. >> syms x y z
>> A=[1,-3,0;0,4,-2]; X=[x;y;2z];
>> AxX
[ x-3%y]
[ 4xy-2xz]
>> xxA(:,1)+y*A(:,2)+z*A(:,3)
[ x—3xy]
[ 4xy-2x*z]

1.1.5. >> syms x
>> A=[x,4,-2]; B=[2,-3,5];
>> solve(A*B.’)
11
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1.1.6. >> syms y
>> A=[1,1/y;y,1];

>> AT2-2%A
[ 0, 0]
[ 0, 0]

1.1.7. >> syms x y z w
>> X=[x,y;z,w]; M=[0,1;-1,0];
>> X*M-Mx*xX
[ -y-z, =x-w]
[ x-w, z+y]
>> syms a b cd
>> A=[x,y;-y,x]; B=[a,b;-b,al;

>> A*B-Bx*A
[ 0, 0]
[ 0, 0]

x 0
1.1.8. (a) Sejam A = [ ] eB= [
] 0y
>> syms X Yy Z W
>> syms a b cd
>> A=[x,0;0,y];B=[a,b;c,d];

aQ
QU s
[

>> AxB
[ x*a, x*b]
[ y*c, y*dl
>> BxA
[ x*a, bxy]
[ cxx, y*d]

Como yb = xb, para todo b, em particular para b = 1, obtemos que y = x. Assim, a matriz A que
além de ser diagonal tem os elementos da diagonal iguais.
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. |l x vy _la b
(b) Sejam A = { N w}eB— [ c d}

>> A=[x,y;z,w];B=[a,b;c,d];

>> Ax*B

[ x*aty*c, x*b+y*d]

[ zxatwxc, z¥b+w*d]

>> BxA

[ x*a+z*b, axy+b*w]

[ cxx+d*z, y*c+wxd]

Comparando os elementos de posigdo 1,1 obtemos que cy = bz, para todos os valores de b e c. Em
particular parab = 0 ec = 1, obtemos que y = O e parab = 1 e c = 0, obtemos que z = 0. Ou
seja, a matriz A tem que ser diagonal. Assim, pelo item anterior temos que a matriz A tem que ser
diagonal com os elementos da diagonal iguais.

1.1.9. >> A=[0,1,0;0,0,1;0,0,0];

>> A"2,A°3
ans=0 0 1
0 0
0 0 0
ans =0 0 0
0 0 0
0 0 0
1.1.10. (a) >> A=[1,1/2;0,1/3]
A =
1.0000 0.5000
0 0.3333
>> A"2,A3,A74,A"5
ans =
1.0000 0.6667
0 0.1111
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ans =
1.0000 0.7222
0 0.0370
ans =
1.0000 0.7407
0 0.0123
ans =
1.0000 0.7469
0 0.0041
>> A”6,A"7,A"8,A79
ans =
1.0000 0.7490
0 0.0014
ans =
1.0000 0.7497
0 0.0005
ans =
1.0000 0.7499
0 0.0002
ans =
1.0000 0.7500
0 0.0001
A . . 1 075
A seqiiéncia parece estar convergindo para a matriz [ 0 0 }

(b) >> A=[1/2,1/3;0,-1/5]

A =
0.5000 0.3333
0 -0.2000
>> A"2,A"3,A74,A°5
ans =
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0.2500 0.1000

0 0.0400
ans =
0.1250 0.0633
0 -0.0080
ans =
0.0625 0.0290
0 0.0016
ans =
0.0312 0.0150
0 -0.0003
>> A”6,A"7,A"8,A79
ans =
0.0156 0.0074
0 0.0001
ans =
0.0078 0.0037
0 0.0000
ans =
0.0039 0.0019
0 0.0000
ans =

0.0020 0.0009
0 0.0000

A . . 0 0
A seqiiéncia parece estar convergindo para a matriz nula RE

1.1.11. (a) >> A=[0,0,1;1,0,0;0,1,0];
>> A=sym(A)
[ 0, 0, 1]
[ 1, 0, O]
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Lo, 1, 0]
>> A2

Para k = 3, AK = I.

(b) >> A=[0,1,0,0;-1,0,0,0;0,0,0,1;...

0,0,1,0];

=sym(A)

>> A

>> A"2

0,

0, -1,

0,

>> A4

[ 1, O’ O’ O]

Reginaldo J. Santos
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o

0,
0,
0

>

B >

o

B >

Mmoo/
O = O

]
]
]

O O =
[N

B >

Para k = 4, Ak = I,.
(c) > a=[0,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,1;0,0,0,0];

>> A=sym(A)

[ 0, 1, 0, O]
[ 0, O, 1, O]
[ o, 0, 0, 1]
[ 0, 0, 0, 0]
>> A°2

[ 0, O, 1, O]
[ 0, O, 0, 1]
[ 0, O, 0, O]
[ 0, 0, 0, 0]
>> A°3

[ 0, O, 0, 1]
[ 0, O, 0, O]
[ 0, O, 0, O]
[ 0, 0, 0, 0]
>> A4

[ 0, O, 0, O]
[ 0, O, 0, O]
[ 0, O, 0, O]
[ 0, O, 0, O]

Para k = 4, Ak = 0.
1.1.12. Concluimos que é muito raro encontrar matrizes cujo produto comute.

1.1.13. Concluimos que matrizes diagonais em geral comutam. Pode-se mostrar que elas sempre comutam
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(Exercicio 28 na pagina 27).

1.1.14. Se a matriz A for diagonal, entdo o produto comuta, se os elementos da diagonal de A sdo iguais. (ver
Exercicio 17 na pagina 24). A probabilidade de um tal par de matrizes comute é aproximadamente igual
a probabilidade de que a primeira matriz tenha os elementos da sua diagonal iguais, ou seja, 11/11° =
1/112 = 1%.
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1.2. Sistemas Lineares (pagina 57)

1.2.1. As matrizes que estdo na forma reduzida escalonada sdo A e C.

X 8+ 7u
122. @ x=| Y| =]27%| vaer
z —5—u
| w x
[ x —2—-3a+6p
X2 ‘3
(b) X =1 x3 7 — 4 ,Va, € R

(d) X=| x3 5—6u ,Va, B € R.

X5

[ x 6
Ox=|Y|=|.% | vwaer
zZ —

w

1.2.3. (a) > A=[1,1,2,8;-1,-2,3,1;3,-7,4,10];
>> escalona(A)
eliminagdo 1:
1*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-3*%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
L 1, 1, 2, 8]
L o, -1, 5, 9]
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(b)

[ 0, -10, -2, -14]

eliminagdo 2:

—1%linha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, 2, 8]

[ 0, 1, -5, -9]

[ 0, -10, -2, -14]

-1%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
10*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, T, 17]

[ 0, 1, -5, -9]

[ 0, 0, -52, -104]
eliminagdo 3:

-1/52%linha 3 ==> linha 3

[ 1, o, 7, 17]

[ 0o, 1, -5, -9]

[ o, o0, 1, 2]

-7*linha 3 + linha 1 ==> linha 1
bxlinha 3 + linha 2 ==> linha 2

[1, 0, 0, 3]
[0, 1, 0, 1]
[0, 0,1, 2]
X1 3
X = X2 = 1
X3 2

>> A=[2,2,2,0;-2,5,2,1;8,1,4,-1];
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

1/2*1inha 1 ==> linha 1

L 1, 1, 1, 0]

[ -2, 5, 2, 1]
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[ 8, 1, 4, -1]

2x1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-8*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 1, 0]

[ o, 7, 4, 1]

[ o, -7, -4, -1]

eliminagdo 2:

1/7*1linha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, 1, 0]

[ 0, 1, 4/7, 1/7]

[ o, -7, -4, -1]

—-1%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
7*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, o0, 3/7, -1/7]

[ 0, 1, 4/7, 1/7]

[ 0, 0, 0, 0]

1 3
xl _7—7“
X=|x|=| 1-3a | VacR
X3 o

>> A=[0,-2,3,1;3,6,-3,-2;6,6,3,5]
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1

[ 3, 6, -3, -2]

[ o0, -2, 3, 1]

[ 6, 6, 3, 5]

1/3*1inha 1 ==> linha 1

[ 1, 2, -1, -2/3]

[ 0, -2, 3, 1]
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[ 6, 6, 3, 5]
-6*%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 2, -1, -2/3]

[ 0, -2, 3, 1]

[ 0, -6, 9, 9]
eliminagdo 2:

-1/2*%1inha 2 ==> linha 2

[ 1, 2, -1, -2/3]

[ 0, 1, -3/2, -1/2]

[ 0, -6, 9, 9]
—-2%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
6*x1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
L 1, 0, 2, 1/3]

[ 0, 1, -3/2, -1/2]

[ 0, o, 0, 6]

O sistema ndo tem solugao!

1.2.4. >> A=[1,-2,1;2,-5,1;3,-7,2];
>> B1=[1;-2;-1];B2=[2;-1;2];
>> escalona([A,B1,B2])
eliminagdo 1:
-2x1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-3%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -2, 1, 1, 2]
[ o, -1, -1, -4, -5]
[ o0, -1, -1, -4, -4]
eliminagdo 2:
-1%linha 2 ==> linha 2
[ 1, -2, 1, 1, 2]
[ o, 1, 1, 4, 5]
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[ o, -1, -1,

2%1linha 2 + linha
1*linha 2 + linha

[ 1, o0, 3,
[ o, 1, 1,
[ O F) O b b
X1
(@) X=1 x
X3

(b) O sistema ndo tem solucao!

9:
4,
0,

1

9 — 3«

-4, -4]

==> linha 1
3 ==> linha 3
12]
5]
1]

4—n

14

,Va € R.

1.2.5. (a) > A=[1,0,5;1,1,1;0,1,-4];

>> B=A+4xeye(3);

>> escalona([B,zeros(3,1)])

eliminacéo

1:

linha 2 <==> linha 1

[ 13 5) 1,
[ 5’ O, 5,
[ O, 1’ O’

(-5)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2

L 1, 5,
[ o0, -25,
L o, 1,
eliminagdo

0]
0]
0]

2:

1,
0,
0,

linha 3 <==> linha

I: 1! 5!
[ O) 1)
[ o, -25,

(-5)*1inha 2 + linha 1
(25)*1inha 2 + linha 3

1,
0,
0,

0]
0]
0]

2

0]
0]
0]

==> linha 1
==> linha 3
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[1, 0, 1, 0]
[0, 1, 0, 0]
[ 0, O, 0, O]
X —u
X=1|y|= 0 |,VaeR.
z o
(b) >> B=A-2%eye(3);
>> escalona([B,zeros(3,1)])
eliminagdo 1:
(-1)*1linha 1 ==> linha 1
[ 1, o0, -5, 0]
[ 1, -1, 1, 0]
[ o, 1, -6, O]
(-1)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, -5, 0]
[ 0, -1, 6, O]
[ 0o, 1, -6, O]
eliminagdo 2:
(-1)*1linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, -5, 0]
[ o, 1, -6, 0]
[ 0o, 1, -6, O]
(-1)*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, o0, -5, 0]
[ o, 1, -6, 0]
[ o, 0, 0, O]
X 5
X=|y | =] 6a |,VaecR.
z o
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1.2.6.

(a)

(b)

>> syms a

>> A=[1,2,-3,4;3,-1,5,2;4,1,a"2-14,a+2];

>> escalona(A)
eliminagdo 1:

-3*xlinha 1 + linha 2 ==> linha 2
-4xlinha 1 + linha 3 ==> linha 3

L 1, 2, -3,
C 0, -7, 14,
[ 0, -7, a”2-2,

eliminagdo 2:

-1/7*1linha 2 ==> linha 2

L 1, 2, -3,
L 0, 1, -2,
[ 0, -7, a~2-2,

4]
-10]
a-14]

4]
10/7]
a-14]

—-2%xlinha 2 + linha 1 ==> linha 1
7*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

1 0 1 8/7
01 =2 10/7
0 0 a?2—16 a—4

i. Sea? —16 = 0ea — 4 = 0, entdo o sistema tem infinitas solucdes. Neste caso, a = 4;

ii. Sea?—16=0ea—4 = (, entdo o sistema néo tem solugdo. Neste caso, a = —4;

ili. Se a? — 16 # 0, entdo o sistema tem solugdo tinica. Neste caso, a # +4;

>> A=[1,1,1,2;2,3,2,5;2,3,a"2-1,a+1];

>> escalona(A)
eliminagdo 1:

—-2%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
—-2%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

C 1, 1, 1,

2]
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1.2.7.

>> A=[2,1,3,1900;1,3,5,2400;3,2,4,2900] ;

[ 0, 1, 0, 1]
[ 0, 1, a"2-3, a-3]
eliminagdo 2:
-1*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
-1%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
1 0 1 1
01 0 1
0 0 a>-3 a—4

i. Sea? —3=0ea—4 =0, entdo o sistema tem infinitas solugdes. Este caso ndo pode ocorrer;

ii. Sea?—3=0ea—4 # 0, entdo o sistema nao tem solugdo. Neste caso, a = j:\/g;

iii. Sea? -3 # 0, entdo o sistema tem soluc¢do tnica. Neste caso, a # +/3;

X
2
1
3

gramas de A/kg
gramas de B/kg
preco/kg
X kg de X 1900
Yy kgdeY 2400
z kgde Z 2900
213 x
1 3 5 vy | =
3 2 4 z

>> escalona(A)
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1

L

1, 3, 5, 2400]

N Wk

Z
3
5
4

gramas de A
gramas de B
arrecadacdo

1900
2400
2900
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[ 2, 1, 3, 1900]
[ 3, 2, 4, 2900]
(-2)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-3)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 3, 5, 2400]
[ 0, -5, -7, -2900]
L 0, -7, -11, -4300]

eliminagdo 2:
(-1/5)*linha 2 ==> linha 2

[ 1, 3, 5, 2400]
[ 0, 1, 7/5, 580]
L 0, -7, -11, -4300]

(-3)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(7)*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 4/5, 660]
[ 0, 1, 7/5, 580]
[ 0, 0, -6/5, -240]

eliminagdo 3:

(-5/6)*1inha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 4/5, 660]

[ o, 1, 7/5, 580]

[ o, o0, 1, 200]

(-4/5)*1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
(-7/5)*1inha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, 500]
[ o, 1, 0, 300]
[ o, 0, 1, 200]

Foram vendidos 500 kg do produto X, 300 kg do produto Y e 200 kg do produto Z.

1.2.8. Substituindo os pontos na fun¢ao obtemos:
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d = 10

a + b + ¢ + d = 7
27a + 9 + 3¢ + d = -—-11°

640 + 16b + 4c + d = 14

Substituindo d = 10 nas outras equagdes e escalonando a matriz aumentada do sistema correspondente:

>> escalona([1,1,1,-3;27,9,3,-21;64,16,4,-24])
eliminagdo 1:

-27*%1linha 1 + linha 2 ==> linha 2

-64*x1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

L 1, 1, 1, -3]

L 0, -18, -24, 60]

L 0, -48, -60, 168]

eliminagdo 2:

-1/18*1inha 2 ==> linha 2

[ 1’ 1: 1: _3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
L 0, -48, -60, 168]

-1%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
48x1inha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, -1/3, 1/3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
[ 0, 0, 4, 8]
eliminagdo 3:

1/4*linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, -1/3, 1/3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
[ 0, 0, 1, 2]

1/3%linha 3 + linha 1 ==> linha 1
-4/3%1inha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1’ O’ O} 1]
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[ 0, 1, 0, -6]
[ o0, o0, 1, 2]
Assim, os coeficientes sioa = 1,b = —6,c =2 e d = 10 e 0 polinémio p(x) = x3 — 6x2 4 2x + 10.

1.2.9. Substituindo os pontos na equagédo do circulo obtemos:

21 + 7b + ¢ = —[(-2)?%+7 =
—4a + 5b + ¢ = —[(-4)2+5 =
4da — 3b + ¢ = —[42+3%7 =

>> A=[-2,7,1,-53;-4,5,1,-41;4,-3,1,-25];
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

-1/2%1inha 1 ==> linha 1

[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

[ -4, 5, 1, -41]

L 4, -3, 1, -25]
4%1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
-4*%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

[ 0, -9, -1, 65]

L 0, 11, 3, -131]
eliminagdo 2:

-1/9%1linha 2 ==> linha 2

[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]
[ 0, 11, 3, -131]

7/2*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
-11%1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -1/9, 11/9]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]

—53

—41 .

—25
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[ 0, 0, 16/9, -464/9]
eliminagdo 3:
9/16*linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, -1/9, 11/9]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]
L 0, 0, 1, -29]

1/9*%1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
-1/9%linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, -2]
[ o, 1, 0, -4]
[ o, o0, 1, -29]

Os coeficientes sio a = —2,b = —4 e c = —29 e a equagao do circulo é x* + y? — 2x — 4y — 29 = 0.
1.2.10. (a) >> syms bl b2 b3
>> A=[1,-2,5,b1;4,-5,8,b2;-3,3,-3,b3];
>> escalona(A)
eliminagdo 1:
-4*xlinha 1 + linha 2 ==> linha 2
3*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -2, 5, b1l
[ 0, 3, -12, b2-4xb1]
[ 0, -3, 12, b3+3xb1]
eliminagdo 2:
1/3%1linha 2 ==> linha 2
[1, -2, b5, b1l
[0, 1, -4, 1/3%b2-4/3%Db1]
[0, -3, 12, b3+3%b1]
2*%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
3*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -3, -5/3%b1+2/3%b2]
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1, -4, 1/3%b2-4/3%b1]
0, O, b3-b1+b2]

O sistema é consistente se, e somente se, b3 — by + b, = 0.

(b) >> syms bl b2 b3
>> A=[1,-2,-1,b1;-4,5,2,b2;-4,7,4,b3];
>> escalona(A)
eliminagdo 1:
4%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
4%]linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[1, -2, -1, b1]
[ 0, -3, -2, b2+4x*b1]
[ 0, -1, 0, b3+4xbi1]
eliminagdo 2:
linha 3 <==> linha 2
[1, -2, -1, b1]
[ 0, -1, O, b3+4x%bil]
[ 0, -3, -2, b2+4%b1]
-1%linha 2 ==> linha 2
[1, -2, -1, b1l
[ 0, 1, 0, -b3-4xbi]
[ 0, -3, -2, b2+4x*bi]
2%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
3*%1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -1, -7*b1-2%b3]
Lo, 1, o, -b3-4%b1]
[ 0, 0, -2, b2-8%b1-3%b3]

O sistema é consistente para todos os valores reais de by, by e bs.

1.2.11. >> A=[0,1,7,8;1,3,3,8;-2,-5,1,-8];
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>> escalona(A)
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1

[ 1, 3, 3, 8]

[ o, 1, 7, 8]

[ -2, -5, 1, -8]

2x1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 3, 3, 8]

[0, 1, 7, 8]

[0, 1, 7, 8]

eliminagdo 2:

-3%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
-1%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
L 1, 0, -18, -16]

L 0, 1, 7, 8]

L 0, 0, 0, 0]

>> I=eye(3);E=0e(-1,2,3,I),...
F=o0e(-3,2,1,I),G=0e(2,1,3,I),H=0e(I,1,2)

E=[ 1, o, OJF=[ 1, -3, 0]
[ 0o, 1, 0] [ o, 1, 0]
[ o0, -1, 1] [ o, o0, 1]

G=[1, 0, 0]JH=[0O, 1, O]
[ 0, 1, 0] [ 1, 0, O]
[ 2, 0, 1] [ 0, 0, 1]

>> ExFxGxHxA

L 1, 0, -18, -16]

L 0, 1, 7, 8]

[ 0, 0, 0, 0]

1.2.12. (a) > A=[1,2,0,-3,1 ,2,1,
2,05_3,2’ ,4;3) 3 )_974)3)9

1,

-
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>> escalona(A)

[ 1, 2, o0, -3, 0, -1, 0]

[ o, 0, 1, O, O, 2, 1]

[ o, 0o, 0O, O, 1, 1, 2]

[ o, 0o, 0, O, O, O, O]
X1+ 2x7 — 3x4 — x6=0
X3 + 2x6=1

X5 + x6=2
X=[a+38-2y v 1-2a B 2—ua af),
Va,B,v € R

(b) >> A=[1,3,-2,0,2,0,0;2,6,-5,-2,4,-3,-1;...
0,0,5,10,0,15,5;2,6,0,8,4,18,6]
>> escalona(A)

t ¢ 3 0, 4, 2, o0, 0]
t o o, 1, 2, 0, 0, 0]
t o, o, O, o0, 0, 1, 1/3]
t o o O O, 0, o0, 0]
x1 + 3xp +4x; +  2x5 =0
X3 4 2x4 =0
x6:%
X=[-2a—48-3y v —-28 B a 1/3},
Va,B,v € R

1.2.13. >> syms a, B=[4,3,1,6]7;
>> A=[1,1,1,1;1,3,-2,a;
2,2*%a-2,-a-2,3*a-1;3,a+2,-3,2*%a+1]
>> escalona([A,B])
[1, 0, 0, 0, (4xa-11)/(a-5)]
[o, 1, 0, O, -4/ (a-5)]

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



Capitulo 1. Matrizes e Sistemas Lineares

485

[o, 0, 1, O, -4/ (a-5)]
(o, o, o, 1, -1/(a-5)]
>> solve(-3/2%a+5/4+1/4*a"2,a)
ans = [ 1][ 5]

Sea#lea+#5,entdo X = [2=11 —4

>> C=subs(A,a,1)

>> escalona([C,B])
[1, 0, 0, 1, 2]
[0, 1, 0, O, 1]
[0, 0, 1, 0, 1]
[ 0, O, O, 0, O]

>

> >

Sea=1,entdo X = [2—a,1,1,a]! Va € R.

>> D=subs(A,a,b)
>> escalona([D,B])
[ 1, 0, 5/2, -1, 0]

[ 0, 1, -3/2, 2, 0]
[ 0, 0, 0, 0, 1]
L 0, 0, 0, 0, 0]

Se a = 5, entdo o sistema ndo tem solugéo.

;;4

a—
a—5 a—5 a-5

-1
E:F]h

1.2.14. (a) »> A=[1,2,3,1,8;1,3,0,1,7;1,0,2,1,3];

>> escalona(A)

[1, 0, 0, 1, 1]
[0, 1, 0, 0, 2]
[0, 0,1, 0, 1]

{(1-a,2,1,a) |« € R}
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(b) >> A=[1,1,3,-3,0;0,2,1,-3,3;1,0,2,-1,-1];
>> escalona(A)
[ 1, o0, O, 1, 1]
[ o, 1, O, -1, 2]
[ o, O, 1, -1, -1]

{1—a,24a -1+a,a)|acR}

(c) > A=[1,2,3,0;1,1,1,0;1,1,2,0;1,3,3,0];
>> escalona(A)

[ 1, 0, 0, O]
[0, 1, 0, O]
[0, 0, 1, 0]
[0, 0, 0, O]
{(0,0,0)}
1.2.15. >> P=randi(4,2)
P= 5 4
-3 3
1 0
0 -5
>> A=matvand(P(:,1),3),B=P(:,2)
A =125 25 5 1
=27 9 -3 1
1 1 1 1
0 0 1
B= 4
3
0
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-5
>> R=escalona([A,B])
R =[1, 0, 0, 0, -163/480]
1 0, O, 99/80]
, 0, 1, 0, 1969/480]
0 0 1, -5]

> >

[
L
C

O O O

> > >

>> p=poly2sym(R(:,5),x)

p = -163/480%x"3+99/80*x"2+1969/480%x-5
>> clf,po(P),syms x,plotfi(p,[-5,5])

>> eixos

Pode ndo ser possivel encontrar o polindmio, se mais de um ponto tiver a mesma abscissa x;.
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Observacdo. A sua resposta pode ser diferente da que estd aqui.

1.2.16. >> P=randi(5,2)

P= 3 2
-1 -3
1 -1
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3 4
4 4
>> A=matvand(P,2)
A= 09 6 4 3 2
1 3 9 -1 -3
1 -1 1 1 -1
9 12 16 3 4
16 16 16 4 4
>> R=escalona([A,zeros(5,1)])
R = [1, 0, 0, 0,
[o, 1, 0, 0,
[o, 0, 1, 0,
[o, 0, 0, 1,
[o, 0, 0, 0,

>> p=poly2sym2([-R(:,6);1],x,y)

e

= O O O O

-35/8,
45/8,
-2,
65/8,
-39/8,

p =35/8%x"2-45/8%x*y-65/8*x+1+2xy~2+39/8%y

>> clf,po(P),syms x y,
>> plotci(p, [-5,56],[-5,5])
>> eixos

0]
0]
0]
0]
0]

Julho 2010

Reginaldo J. Santos



490 Respostas dos Exercicios

y

4, -

3, m

2, -

1, -

0 -
X

_17 4

_2, 4

3 ‘ ‘ ‘ ‘

-2 -1 0 1 2 3 4 5

Observacdo. A sua resposta pode ser diferente da que estd aqui.
1.2.17. (a) A inversa da operagao elementar de trocar duas linhas é ela mesma.

(b) A inversa da operagdo elementar de multiplicar uma linha por um escalar, « # 0, é a operagédo de
multiplicar a mesma linha pelo escalar 1/«.
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(c) Ainversa de somar a linha k, « vezes a linha [, é somar a linha k, —« vezes a linha /.
1.2.18. (a) Basta multiplicar qualquer linha da matriz pelo escalar 1.

(b) Pelo exercicio anterior cada operagdo elementar, e, tem uma operacdo elementar inversa, e 1 do
mesmo tipo que desfaz o que a operacdo e fez. Se aplicando as operagdes elementares ey, ..., e na
matriz A chegamos na matriz B, entdo aplicando-se as operagdes elementares ¢, Lo, e; ! na matriz
B chegamos na matriz A.

(c) Se aplicando as operacdes elementares ey, ..., ¢ na matriz A chegamos na matriz B e aplicando
as operagdes elementares ¢y, 1,...,¢; na matriz B chegamos na matriz C, entdo aplicando-se as
operagdes elementares ey, . . ., ¢; na matriz A chegamos na matriz C.
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2.1. Matriz Inversa (pagina 95)

2.1.1. A matriz é singular, pois o sistema homogéneo tem solucdo ndo trivial (Teorema 2.8 na pédgina 84).

2.1.2. (a) > A=[1,2,3;1,1,2;0,1,2];
>> B=[A,eye(3)];
>> escalona(B)
[1, 0, 0, O, 1,-1]

[o, 1, 0, 2,-2,-1]
[0, 0, 1,-1, 1, 1]

(b) [1’ O: 0: 35 2’_4]
[o, 1, 0,-1, 0, 1]
o, o, 1, 0,-1, 1]

(c) [1, 0, 0, o0, 7/3,-1/3,-1/3,-2/3]
o, 1, 0o, 0, 4/9,-1/9,-4/9, 1/9]
o, o, 1, 0,-1/9,-2/9, 1/9, 2/9]
[O: O: O’ 1:_5/3: 2/3: 2/3: 1/3]

(d 1, o, o, 1, -1, 0]
o, 1, 0,3/2,1/2,-3/2]
o, o, 1, -1, o, 1]

(e) [
[
[

O O =
= O -
= O O
= =N
—_

Continua ? (s/n) n

() 1, 0, 0,1/4, 5/4,-3/4, 1/2, 0]
(0, 1, 0,1/2,-1/2, 1/2, 0, 0]
[0, 0, 1,1/4, 1/4, 1/4,-1/2, 0]
[0, o, 0, 0, -2, -1, -2, 1]
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Continua ? (s/n) n

2.1.3. >> syms a
>> A=[1,1,0;1,0,0;1,2,a];
>> escalona(A)

OO =
S = O
QOO

Continua 7?7 (s/n) n
Para valores de a diferentes de zero a matriz A tem inversa.

2.1.4. >> invA=[3,2;1,3]; invB=[2,5;3,-2];
>> invAB=invB*invA
invAB = 11 19
7 0

2.1.5. >> invA=[2,3;4,1]; B=[5;3];
>> X=invAx*B
X = 19
23
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2.1.6.
Ak

2.1.7. >> A=[1,2,3;2,1,2;0,1,2];
>> escalona([A,eye(3)])
eliminagdo 1:

(-2)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2

[ 1, 2, 3, 1, o0, 0]
[ o, -3, -4, -2, 1, 0]
[ o, 1, 2, 0o, o0, 1]
eliminagdo 2:

linha 3 <==> linha 2

[ 1, 2, 3, 1, 0, O]
[ o, 1, 2, 0o, o0, 1]
[ o, -3, -4, -2, 1, 0]

(-2)*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
(3)*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, o, -1, 1, o0, -2]
[ o, 1, 2, o, o0, 1]
[ o, o, 2, -2, 1, 3]
eliminagdo 3:

(1/2)*1inha 3 ==> linha 3
[ 1, o, -1, 1, O,

-2]
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2.1.8.

[ o, 1, 2, 0, 0, 1]
[ o, 0, 1, -1, 1/2, 3/2]
(1)*1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
(-2)*1linha 3 + linha 2 ==> linha 2

[ 1’ O, O: O, 1/23 _1/2]
[ 0, 1, O: 2: _1’ _2]
[ 0, 0, 1, -1, 1/2, 3/2]

>> I=eye(3);El=o0e(2,1,2,I);E2=0e(1,2,3);...

E3=0e(2,2,1,I);E4=0e(-3,2,3,1);...

E5=0e(2,3,I);E6=0e(-1,3,1,I);E7=0e(2,3,2,1);

>> E1*#E2*xE3*E4*ES5*xE6*E7

1 2 3
2 1 2
0 1 2

>> menc=lerarq(’mencl.txt’); key=lerarq(’key.txt’);

>> y=char2num(menc) ; M=char2num(key) ;
>> N=escalona([M,eye(3)])

>> N=N(:,6:10)

>> x=Nx*y;

>> num2char (x)

ans =

Desejo boa sorte a todos que estudam Algebra Linear !

>> menc=lerarq(’menc2.txt’);
>> y=char2num(menc) ;

>> x=Nx*y;

>> num2char (x)

ans = Buda tinha este nome por que vivia setado!

Deve ser uma matriz com entradas entre 0 e 118 invertivel de forma que a sua inversa seja uma matriz

com entradas inteiras.
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2.2. Determinantes (pagina 130)

2.2.1. det(A?) = 9; det(A3) = —27; det(A~1) = —1/3; det(A") = —3.

2.2.2. det(A'B~1) = det(A)/ det(B) = —2/3.

2.2.3. (a) det

det

det

(b) det

det

det

det

det

aix a1z
a1 4
a3l asp
a1 412
a1 a2
aszp a3z
a1 a1z
az1 A
asz1  asp
aj) +an
a1 +axp
az1 +as
a1 a1
az1 a1
as1  asi
a1 —an
ay;  —ax
a3l —a32
a2 411
a2 a2
asy 431
app  —an
ap  —a
azy  —azp

a3 +ap

a3 +4axy | =
a33 + Az

ai3
a3 | +
az3
a2
ax = det(A) +0=3
asp

a1 — 412 413
ap] —dz a3 | =
a31 —4d32 433
a13
ary | +
as3
ai3
ax | +
ass
ai3
a3 | +
as3
a3
a3 = -2 det(A) = —6
ass
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e te't
224. (a) det{ rolt (1+rt)e” ] =

rt

2rt 1 t — p2rt
¢ det{ ) } =¢
cos Bt sen Bt _ cos Bt senpt
®) det{ xcos Bt — Bsen Bt asen Bt + B cos Bt } —zxdet[ cos Bt sen Bt *
cospBt  senpt |
ﬁdet[ —sen Bt cos ft } =F
2.2.5. (a) >> A=[1,-2,3,1;5,-9,6,3;-1,2,-6,-2;2,8,6,1];
>> detopelp(A)
[ 1, -2, 3, 1]
[ 5, -9, 6, 3]
[ -1, 2, -6, -2]
[ 2, 8, 6, 1]
eliminagdo 1:
-5*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
1*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
-2%linha 1 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, -2, 3, 1]
[ o, 1, -9, -2]
[ o, 0, -3, -1]
[ o, 12, 0, -1]
eliminagdo 2:
-12%1inha 2 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, -2, 3, 1]
[ o, 1, -9, -2]
[ o, 0, -3, -1]
( o, o0, 108, 23]
eliminagdo 3:
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-1/3%linha 3 ==> linha 3

[ 1, -2, 3, 1]

[ o, 1, -9, -2]

[ o, 0, 1, 1/3]

[ o, 0, 108, 23]

det(A) = -3*det(A)

-108*1inha 3 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, -2, 3, 1]

[ o, 1, -9, -2]
[ o, 0, 1, 1/3]
[ o, 0, 0, -13]
ans = 39

(b) >> A=[2,1,3,1;1,0,1,1;0,2,1,0;0,1,2,3];
>> detopelp(A)

[ 2,1, 3, 1]
[1, 0, 1, 1]
[0, 2,1, 0]
[o, 1, 2, 3]

eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1
[ 1, 0, 1, 1]

[ 2, 1, 3, 1]

[0, 2, 1, 0]

(o, 1, 2, 3]

det(A) = (-1)*det(A)

-2%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, o, 1, 1]

[ O, 1’ 13 _1]
[ 0, 2, 1, O]
[ 09 1, 2, 3]
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eliminagdo 2:

-2x1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
-1x1linha 2 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ o, 0, -1, 2]

[ o, 0, 1, 4]

eliminagdo 3:

-1*linha 3 ==> linha 3

[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]
[ o, o0, 1, -2]
[ o, 0, 1, 4]
det(A) = (-1)*(-1)*det (A)

—1%linha 3 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, 0’ 1’ 1]

[ o, 1, 1, -1]
[ o, o, 1, -2]
[ 0o, 0, 0, e6]
ans = 6

2.2.6. (a) > A=[0,1,2;0,0,3;0,0,0];
>> p=det (A-x*eye(3))
p =-x"3
>> solve(p)
ol o] [o]

(b) p =(1-x)*(3-x)*(-2-x) [ 11[ 31[-2]

(d) p =-8-2%x+5xx"2-x"3 [ 2] [ 4][-1]
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2.2.7. (a) >> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];
>> B=A-x*eye(3);
>> p=det (B)
p =(2-x)*(-1-x)*(3-%)
>> solve(p)
[ 21[-11[ 31

(b) p =(2-x)"2%(1-x) [2][2][1]
(©) p =(1-x)*(2-x)*(-1-x)*(3-x) [ 11[ 21 [-1][ 3]
(d) p =(2-x)"2%(1-x)~2 [2] [2] [1] [1]

2.2.8. (a) > Bmil=subs(B,x,-1);
>> escalona(Bmil)

[1, 0, 0]
(o, 1, 1]
[0, 0, 0]
0
W,1:{ —u |0¢€R}.
-
>> B2=subs(B,x,2);
>> escalona(B2)
[1, 0, 1/4]
[0, 1, 1/4]
(o, o, o]
—u
WzZ{[—DC |¢X€R}.
4
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>> B3=subs(B,x,3);
>> escalona(B3)

[1, 0, 0]
[0, 1, 0]
(o, o, o]

(b) [1,
(o,
(o,

w

0]
1]
0]

o O

(o,
(o,
(o,

[N
-

0]
0]
0]

o O

(c) 1,
(o,
(o,
(o,

. .

-

O O O -
O O = O

0]
0]
1]
0]
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(o, 1
[0, O
[0, 0
[0, 0

1, 0
o, 1
(o, o,
[0, 0

(1, o,
o, 1,
(o, o,
o, o,

W={[ -« a« 0 0] |aeR}.

, 0]
, 0]
, 1]
, 0]

Wy={[a 0 0 0] |aeR}.

0, 29/3]
0, 7/31]
1, 3]
0, 0]

Wy ={[ —292a —7a —9x 3a]'|wxeR}

-9/4, 0]
-3/4, 0]
0, 1]
0, 0]

Ws={[9% 3¢ 4a 0] |aeR}.

(d) [1, o,
o, 1,
(o, o,
(o, o,

-3, 0]
3, 0]
0, 1]
0, 0]

W;={[3 -3« a 0] |xeR}.
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[0, 1, 0, 0]
(0, 0, 1, 0]
(0, 0, 0, 1]
[0, 0, 0, 0]

Wo={[a 0 0 0] |aeR}.

2.2.9. Concluimos que é muito raro encontrar matrizes invertiveis.
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3.1. Vetores no Plano e no Espago (pdgina 179)

3.1.1. A equagdo 3X —2V = 15(X — U) é equivalente a 3X — 2V = 15X — 15U. Somando-se —15X + 2V
obtemos —15X 43X = 2V — 15U ou —12X = 2V — 15U multiplicando-se por —% obtemos
X=3U-1v.

3.1.2. Multiplicando-se a segunda equagdo por 2 e somando-se a primeira, obtemos 12X = 3U + 2V ou X =
%U + %V. Substituindo-se X na primeira equagdo obtemos, %U +V-=2Y = Uou2Y = %U +V ou

Y =1u+1v.

3.1.3. > op=[ 2, 3, -5]; v=[ 3, 0, -3];
>> 0Q=0P+V
0Q = 5 3 -8

As coordenadas da extremidade do segmento orientado sdo (5,3,—8).

3.14. >> 0P=[1,0,3]; OM=[1,2,-1];
>> MP=0P-0M; O0Plinha=0M-MP
OPlinha = 1 4 -5
As coordenadas de P’ sdo (1,4, —5).

3.1.5. (a) >> 0A=[5,1,-3];0B=[0,3,4];0C=[0,3,-5];
>> AB=0B-0A, AC=0C-0A,
AB = -5 2 7
AC = -5 2 -2
— —
Os pontos néo sdo colineares, pois AC# A AB.
(b) >> 0A=[-1,1,3];0B=[4,2,-3];0C=[14,4,-15];
>> AB=0B-0A, AC=0C-0A,
AB = 5 1 -6
AC = 15 3 -18
— —
Os pontos sdo colineares, pois AC= 3 AB.

3.1.6. >> 0A=[1,-2,-3];0B=[-5,2,-1];0C=[4,0,-1];
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>> DC=0B-0A, 0D=0C-DC
DC = -6 4 2
0D = 10 -4 -3
O ponto é D = (10, —4, —3).

9% - y = —4
3.1.7. (a) AequacdoxV +yW = U éequivalente ao sistema ¢ —12x + 7y = —6 ,cujamatrizaumen-
—-6x + y = 2

tada é a matriz que tem colunas V, W e U.

>> V=[9,-12,-6];W=[-1,7,1]1;U=[-4,-6,2];
>> escalona([V;W;U]°)

[ 1, 0, -2/3]
[ O: 1, _2]
[ 0, 0, 0]

Assim, U = —2/3V —2W.

(b) >> v=[5,4,-31;W=[2,1,1];U=[-3,-4,1];
>> escalona([V;W;U]’)

[ 1, 0, -5/3]
[ 0, 1, 8/3]
[ 0, 0, -20/3]

Assim, U nao é combinacao linear de Ve W.

3.1.8. >> Vv=[1,2,-3]; w=[2,1,-2];
>> Va=(V+W) /no (V+W) , Vb=(V-W)/no(V-W), ...
>> Ve=(2%V-3%W) /no (2xV-3%W)

[ ZV43 LV -3 V43 ]
w=[ 1y 15 —1v5 )
c=[ -4

L

7 V17 £ V17 0 ]
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>> X=V/no (V)+W/no (W), U=X/no(X)
X=[32/21, 20/21, -2/21]

[ 28 V17v21 49 V17v21  —5 V1721 |

3.1.10. >> syms x
>> V=[x,3,4];Ww=[3,1,2];
>> solve(pe(V,W))
-11/3
Para x = —11/3, V e W sdo perpendiculares.

3.1.11. >> V=[x,2,4];Ww=[x,-2,3];
>> pe(V,W)
x"2+8
A equagio x> + 8 ndo tem solugéo real.

3.1.12. >> Va=[2,1,0];Wa=[0,1,-1];Vb=[1,1,1];
>> Wb=[0,-2,-2];Vc=[3,3,0];Wc=[2,1,-2];
>> cosVaWa=pe (Va,Wa)/(no(Va)*no(Wa)), ...
>> cosVbWb=pe (Vb,Wb) / (no (Vb)*no (Wb)), . ..
>> cosVcWe=pe (Vc,Wc)/ (no(Vc)*no(We))

cosVaWa=11—O V52, costWb=—% V3V2, cochWc=% V2.0 angulo entre Va e Wa é arccos(v/10/10) entre

Vbe Wb é arccos(—\@/B) eentre Vce Wc é arccos(ﬁ/Z) = 1/4.

3.1.13. >> W=[-1,-3,2]; V=[0,1,3];
>> Wi=(pe(W,V)/pe(V,V))*V, W2=W-W1
w1l = 0 3/10 9/10
w2 = -1 -33/10 11/10

3.1.14. >> X=[x,y,z]; v=[1,1,0]; w=[-1,0,1]; U=[0,1,0];
>> exprl=pe(X,V), expr2=pe(X,W),...
>> expr3=pe(X,X)-3, exprd=pe(X,U)
exprl=x+y,expr2=z-x,expr3=x"2+y~2+z"2-3,expri=y
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3.1.15.

>> solve(exprl,expr2,expr3)

S = x: [2x1 sym] y: [2x1 sym] =z: [2x1 sym]
>> S.x, S.y, S.z

ans =[ -11[ 1] ans =[ 1][ -1] ans =[ -11[ 1]
Como y tem que ser maior que zero, X = (—1,1,—1).

>> A=[3,0,2];B=[4,3,0];C=[8,1,-1];

>> pe(B-A,C-A), pe(A-B,C-B), pe(A-C,B-C)
14,0,21

Portanto o angulo reto estd no vértice B.

3.2. Equagdes de Retas e Planos (pagina 198)

3.2.1.

3.2.2.

3.2.3.

>> syms X y 2

>> N=[2,-1,5]; P=[1,-2,1]; X=[x,y,z];
>> PX=X-P; expr=pe(PX,N)

expr =2*x-9-y+5*z

A equagdo do plano é 2x —y +5z —9 = 0.

>> X=[x,y,z]; P=[2,1,0]; PX=X-P
PX =[x-2, y-1, Zz]
>> M=[PX;1,2,-3;2,-1,4], expr=det(M)
M =[x-2, y-1, z]
[ 1, 2,-3]
[ 2, -1, 4] expr = b*x-10%y-5*z

A equacdo do plano é 5x — 10y — 5z = 0.

>> P=[1,0,0]; Q=[1,0,1]; N1=[0,1,-1];
>> X=[x,y,z]; PQ=Q-P, PX=X-P

PqQ =[0, 0, 11,PX =[x-1, y, Z]

>> M=[PX;PQ;N1], expr=det (M)

M =[x-1, y, z]
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[ o, 0, 1]
[ 0, 1,-1] expr = -x+1

A equagdo do planoé —x +1 = 0.

3.2.4. >> Vvi=[2,2,1]; v2=[1,1,1]; P1=[2,0,0];
>> X=[x,y,z]; P1X=X-P1
P1X =[x-2, y, z]
>> M=[P1X;V1;V2], expr=det(M)
M =[x-2, y, z]
[ 2, 2, 1]
[ 1, 1, 1] expr = x-2-y

A equacgdo doplanoéx —y —2 = 0.

3.2.5. (a) >> solve(’4=2+t’), solve(’1=4-t’),...
>> solve(’-1=1+2%t’)
ans = 2 ans = 3 ans = -1

Logo ndo existe um valor de ¢ tal que P = (2,4,1) + t(1,—1,2).

(b) >> P=[4,1,-11; Q=[2,4,11; V=[1,-1,2];
>> X=[x,y,z];
>> PX=X-P, PQ=Q-P
PX = [x-4, y-1, z+1] PQ = [-2, 3, 2]
>> M=[PX;PQ;V], expr=dete(M)
M =[x-4,y-1,z+1]
[ -2, 3, 2]
[ 1, -1, 2] expr = 8%x-39+6%xy-z

A equagdo do plano é 8x + 6y —z — 39 = 0.

3.2.6. Fazendo 2= 0 nas e%uagoes dos planos 711 e 715 e resolvendo o sistema resultante, obtemos

>> exprl=x-y+1;expr2=x+y-1
>> S=solve(expril,expr2)
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>> S.x, S.y

s =0 ans =1
Loty PRgnqErr O Ohgiepespm e
>> PX=X-P, expr=pe(PX,N)
PAXefpg}ééég Er pfa]ng &L yx%tyz_l? =0.
3.2.7. (a) > N1=[1,2,-3]; N2=[1,-4,2]; V=pv(N1,N2)
v= -8 -5 -6
Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor é V = (-8, -5, —6).

(b) >> Ni=[2,-1,4]; N2=[4,-2,8]; V=pv(N1,N2)
vV = 0 0 0

Os planos sdo paralelos.

(c) > N1=[1,-1,0]; N2=[1,0,1]; V=pv(N1,N2)
V = -1 -1 1

Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor ¢ V = (-1, —1,1).
3.2.8. (x,y,z) = (1,2,1) + t(1,-1,2).

3.2.9. >> pV([Q,Ss 1] ) [1’_131])
4 -1 -5

(x,y,2z) =(1,0,1) + (4, -1, -5).

3.2.10. >> escalona([1,1,-1,0;2,-1,3,1])
1 0 2/3 1/3
0 1 -5/3 -1/3

A reta interse¢do dos planos é (x,y,z) = (1/3,—1/3,0) +t(—2/3,5/3,1).

>> A=[1,0,-1]; P=[1/3,-1/3,0];
>> V=[-2/3,5/3,1]1; X=[x,y,2];
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>> AX=X-A, AP=P-A
AX = [x-1, y, z+1] AP = [-2/3, -1/3, 1]
>> M=[AX;AP;V], expr=dete(M)
M=[ x-1, y, z+1]
[-2/3, -1/3, 1]
[-2/3, 5/3, 1]  expr = -2xx+2/3-4/3%z

A equacdo do plano é 6x +4z —2 = 0.
3.3. Os Espacos R" (pagina 222)

3.3.1. >> x1=[4,2,-3];x2=[2,1,-2];x3=[-2,-1,0];

>> x=[1,1,1]1;
>> A=[x1;x2;x3;x].’
4 2 -2 1
2 1 -1 1
-3 -2 0 1
>> R=escalona(A)
1 0 -2 0
0 1 3
0 0 0 1

>> X=[4,2:_6];
>> A=[x1;x2;x3;x] .’

4 2 -2 4
2 1 -1 2
-3 -2 0 -6
>> R=escalona(A)
1 0 -2 -2
0 1 3 6
0 0 0 0
>> x=[-2,-1,1];
>> A=[x1;x2;x3;x].’
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4 2 -2 -2
2 1 -1 -1
-3 -2 0 1
>> R=escalona(A)
1 0 -2 -1
0 1 3 1
0 0 0 0

>> x=[-1,2,3];
>> A=[x1;x2;x3;x].’

>> R

Assim, os vetores das letras (b) e (c) sdo combinacao linear de Xj, X, e X3.

3.3.2. (a) > vi=[1,1,2];v2=[1,0,0];

4 2 -2 -1
2 1 -1 2
-3 -2 0 3
=escalona(A)

1 0 -2 0
0 1 3

0 0 0 1

>> v3=[4,6,12]

>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)]."

1 1 4

1 0 6

2 0 12
>> R=escalona(A)

1 0 6

0 1 -2

0 0 0

0
0
0

o

Logo, a equacdo x(1,1,2) +y(1,0,0) + z(4,6,12) = 0 admite solugdo ndo trivial. Isto implica que os

vetores do item (a) sdo L.D.
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(b)

(©

>> vi1=[1,-2,3];v2=[-2,4,-6];
>> A=[v1;v2;zeros(1,3)].’

1 -2 0
-2 4 0
3 -6 0
>> R=escalona(A)
1 -2 0
0 0 0
0 0 0

Logo, a equagdo x(1,—2,3) + y(—2,4,—6) = 0 admite solugdo ndo trivial. Isto implica que os
vetores da item (b) sdo L.D. Observe que o segundo vetor é —2 vezes o primeiro.

>> vi=[1,1,1];v2=[2,3,1];
>> v3=[3,1,2];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].’

1 2 3 0

1 3 1 0

1 1 2 0
>> R=escalona(A)

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

Logo, a equagdo x(1,1,1) +y(2,3,1) + z(3,1,2) = 0 s6 admite a solugéo trivial. Isto implica que os
vetores do item (c) sdo L.I.

>> vi1=[4,2,-1];v2=[6,5,-5];v3=[2,-1,3];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)]."

4 6 0
2 5 0
-1 -5 0
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>> R=escalona(A)

1 0 2
0 1 -1
0 0 0

Logo, o sistema x(4,2, —1) +y(2,3,1) + z(2, —1,3) = 0 admite solugdo nao trivial. Isto implica que

os vetores da item (d) sdo L.D.

3.3.3. >> syms a
>> A=[3,1,0;a"2+2,2,0;0,0,0]

A =

[3, a~2+2, 0]
(1, 2, 0]
(o, 0, 0]

>> escalona(A)
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1

[1 2 0 1]
[ ]
[ 2 ]
[3 a +2 01
[ ]
[0 0 0 1]

Continua 7 (s/n) s
-(3)*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
[1 2 01
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Continua ? (s/n) n
>> solve(a~2-4)
ans = [ 2][-2]

Para A = £2 o conjunto de vetores é L.D.

3.34. (@) xyW1 +xoWo + x3W3 = xy(Vi + Vo) + x0(Vi + V3) + x3(Va + V3) = (01 +x2)Vp + (x1 +x3)Va +
(x2 + x3)V3 = 0. Como V3, V, e V3 sdo por hipétese L.I., os escalares que os estdo multiplicando tém

X1 + X =0
que ser iguais a zero. O que leva ao sistema ¢ x; + x3 = 0
X + x3 = 0

>> A=[1,1,0;1,0,1;0,1,1]
>> escalona(A)

[1, 1, 0]
[ 1, 0, 1]
[0, 1, 1]
[ 1, 0, 0]
[0, 1, 0]
[ 0, 0, 1]

Assim, o sistema e a equagdo vetorial inicial tém somente a solugdo trivial x; = x, = x3 = 0.
Portanto os vetores Wy, W, e W3 sdo L.I.

(b) x1Wyq + x_7_W7_ 4+ x3W3 = x1 V1 + x2(V1 + V3) + X3(V1 + Vo + V3) = (X] + x2 + X3)V1 +x3Vo + (Xz +
x3)V3 = 0 Como Vj, V; e V3 sdo por hipétese L.I., os escalares que os estdao multiplicando tém que ser

x1 + x2 + x3 =0

iguais a zero. O que leva ao sistema x3 = 0 Assim, o sistema e a equagdo
x + x3 = 0

vetorial inicial tém somente a solugdo trivial x; = x, = x3 = 0. Portanto os vetores W1, W, e W3 sdo

LI
3.3.5. (a) > Vi1=[1;2;3]; V2=[3;4;5]; V3=[5;6;7];
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>> V=randi(3,1)

V= 0
4
3
>> escalona([V1,V2,V3,V])
ans = 1 0 -1 0
0 1 2
0 0 0 1

Assim, V ndo é combinacao linear de V1, V2e V3.

(b) >> M=randi(3,5)

M= -2 -4 1 -5 5
3 -3 -3 3 0
-5 -3 -3 -1 -1

>> escalona([V1,V2,V3,M])
1 0-1 0 37/13 -101/26 173/26
0 1 2 0 -29/13 37/26 -85/26

0 0 0 1 1/13  -4/13 12/13

-96/13
51/13
-4/13

Assim, nenhuma das colunas de M é combinagéo linear de V1, V2 e V3. Como as colunas de M foram
geradas aleatoriamente, 0 mais provavel é que elas ndo pertencam ao plano gerado por Vi, V2eV3.

(c) V3=-V1+2V2, que é a mesma relagdo que é vdlida entre as colunas de forma escalonada reduzida da

matriz [V1,V2,V3,M].

4.1. Base e Dimensao (pagina 240)

41.1. (a) » A=[1,0,1,0,0;1,2,3,1,0;2,1,3,1,0]

1 0 1 0 0
1 2 3 1 0
2 1 3 1 0

>> R=escalona(A)
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1 0 1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 0

Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz [A | 0], que corresponde ao sistema

X1 + X3 =0
X2 4+ x3 =0
X4 = 0

Este sistema tem como solugdo geral
W= {(—a —a,a,0)|a cR}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—a,—a,2,0) = a(—1,-1,1,0).

Logo, {V =(-1,-1,1,0)} gera W.
(b) >> A=[1,1,2,-1,0;2,3,6,-2,0;-2,1,2,2,0]

1 1 2 -1 0
2 3 6 -2 0
-2 1 2 2 0
>> R=escalona(A)
1 0 0 -1 0
0 1 2 0 0
0 0 0 0 0

Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz [A | 0], que corresponde ao sistema

X1 + — X4
Xy + 2x3 = 0

I
o
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Este sistema tem como solugdo geral
W = {(a,~28,B,) |, B € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(0‘/ _Zﬁ’ :B’ OC) -
= («,0,0,a) + (0,—28,8,0)

= «(1,0,0,1) + B(0,—2,1,0).

Logo, B={V; = (1,0,0,1),V, = (0,—2,1,0) } gera W.

4.1.2. (a) >> syms x
>> A=[0,0,1;1,0,-3;0,1,3];
>> B=A-x*eye(3)

[_X’ Os 1]
[ 1, X, _3]
(o0, 1, 3-x]

>> solve(det(B))
ans = [1][1]1[1]
>> Bl=subs(B,x,1)

-1 0 1
1 -1 -3
0 1 2
>> escalona([B1l,zeros(3,1)])
1 0 -1 0
0 1 2 0
0 0 0 0

X1 — X3 =0
Xy 4+ 2x3 =0
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Este sistema tem como solugdo geral

W= {(a, —2a,a) |a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(0, —20,00) = a(1,-2,1).

Logo, B = {V = (1,—-2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é

sempre L.I., entdo B é base para W.

>> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1]
>> B=A-x*eye(4)

[2-x, 2, 3, 4]

[ 0, 2-x, 3, 2]

[ 0o, 0, 1-x, 1]

[ o, 0, 0, 1-x]

>> solve(det(B))

ans = [2][2][1][1]

>> Bl=subs(B,x,1)

1 2 3 4
0 1 3 2
0 0 0 1
0 0 0 0
>> escalona([B1l,zeros(4,1)])
1 0 -3 0 0
0 1 3 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
X1 — 3X3

X2 + 33(3
X4

o

o
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Este sistema tem como solugdo geral

W = {(3a, —3a,a,0) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(3w, —3a,4,0) = a(3,-3,1,0).

Logo, B ={V = (3,-3,1,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é
sempre L.I., entdo B é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)

0 2 3 4
0 0 3 2
0 0 -1 1
0 0 0 -1
>> escalona([B2,zeros(4,1)])
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
X2 = 0
X3 = 0
X4 = 0

Este sistema tem como solugdo geral
W = {(«,0,0,0) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(2,0,0,0) = «(1,0,0,0).
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()

Logo, B = {V = (1,0,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é

sempre L.I,, entdo B3 é base para W.

>> A=[1,1,-2;-1,2,1;0,1,-1]
>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 1, -2]

[ -1, 2-x, 1]

[ 0, 1, -1-x]

>> solve(det(B))

ans = [ 1][ 2][-1]

>> Bml=subs(B,x,-1)

2 1 -2
-1 3 1
0 1 0
>> escalona([Bml,zeros(3,1)])
1 0 -1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

X1 — 3X3
X2

Este sistema tem como solugao geral

Agora, para qualquer elemento de W temos:

W ={(,0,a)|a € R}.

(a,0,0) = a(1,0,1).

Logo, B = {V = (1,0,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é

sempre L.I., entdo B é base para W.
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>> Bl=subs(B,x,1)

0 1 -2
-1 1 1
0 1 -2
>> escalona([B1,zeros(3,1)]1)
1 0 -3 0
0 1 -2 0
0 0 0 0

|
oo

{ X1 —  3x3
Xy — 2x3
Este sistema tem como solugdo geral
W = {(3a,20,) |a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(3w, 20, 0) = u(3,2,1).

Logo, B = {V = (3,2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é
sempre L.I., entdo B é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)

-1 1 -2
-1 0 1
0 1 -3
>> escalona([B2,zeros(3,1)])
1 0 -1 0
0 1 -3 0
0 0 0 0
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X1 - X3
Xy — 3X3 =

Este sistema tem como solugao geral

W= {(a,3a,a)|a cR}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(a,30,0) = a(1,3,1).

o

Logo, B = {V = (1,3,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é

sempre L.I., entdo B é base para W.

(d) > A=[-1,2,2,0;-1,2,1,0;-1,1,2,0;0,0,0,1];
>> B=A-x*eye(4)
B =
[ -1-x, 2, 2, 0]
[ -1, 2-x, 1, 0]
[ -1, 1, 2-x, 0]
[ 0, 0, 0, 1-x]
>> solve(det(B))
ans = [ 1]J[ 11[ 11[ 1]
>> Bil=subs(B,x,1);
>> escalona(B1)
[ -2, 2, 2, 0]
[ -1, 1, 1, 0]
[ -1, 1, 1, 0]
[ o, 0o, 0, O]
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1
[ -1, 1, 1, 0]

Introducao a Algebra Linear

Julho 2010



Capitulo 4. Subespacos Base e Dimenséio

523

[ -2, 2, 2, 0]
[ -1, 1, 1, 0]
[ o, 0, 0, 0]
(-1)*linha 1 ==> linha 1
[ 1, -1, -1, 0]
[ -2, 2, 2, 0]
[ -1, 1, 1, 0]
[ o, 0, 0, 0]

(2)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(1)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, -1, -1, 0]
[ o, 0, 0, 0]
( o, 0, 0, 0]
( o, 0, 0, 0]

{ X1 — X2 — X3 = 0
Este sistema tem como solucao geral
W=A{(E+r7pa)|apreR].
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(B+7,7 B,4) =«(0,0,0,1) 4+ B(1,0,1,0) +(1,1,0,0).

Logo, B={V; =(0,0,0,1),V, = (1,0,1,0), V3 = ((1,1,0,0) } gera W. Como

(0,0,0,0) = (B+77B«)
= «(0,0,0,1) + B(1,0,1,0) + 7(1,1,0,0)

implica que « = = v = 0, entdo B é base para W.
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(e) >> A=[2,3,0;0,1,0;0,0,2]

>> B=A-x*eye(3)
B=1[2x, 3, 0]
[ o0, 1-x, 0]
[ o, 0, 2-x]
>> solve(det(B))
(2] [ 2] [ 1]
>> Bl=subs(B,x,1)
Bi=1[1, 3 ,0]
[ 0, 0, 0]
[0, 0, 1]

o

x1 + 3X2 =
X3 = 0

Este sistema tem como solugdo geral
W = {(—3a,4,0) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—3wa,a,0) =a(—3,1,0).

Logo, B = {V = (—3,1,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor néo nulo é
sempre L.I., entdo B é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)
B2 =[ 0, 3, 0]
[ o0, -1, 0]
[ o, o0, 0l

3XZ = 0
—X2 = 0
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Este sistema tem como solugdo geral
W={(0p)]apecR}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(a,0,8) =a(1,0,0) + B(0,0,1).

Logo, B={V; = (1,0,0),V, = (0,0,1)} gera W. Como um vetor ndo é multiplo escalar do outro, o
conjunto B é L.I. Assim, BB é base para W.

(fy >> A=[2,3,0;0,2,0;0,0,2]
>> B=A-x*eye(3)
B =[2-x, 3, 0]
[ 0, 2-x, 0]
[ o0, 0, 2-x]
>> solve(det(B))
[21C 21[ 2]
>> B2=subs(B,x,2)
B2 =[ 0, 3, 0]
[0, 0, 0]
[ 0, 0, O]

{ 3XQ = 0
Este sistema tem como solugdo geral
W = {(&,0,8)|a,p € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(a,0,B) = «(1,0,0) + B(0,0,1).

Logo, B = {V; = (1,0,0),V, = (0,0,1)} gera W. Como um vetor ndo é multiplo escalar do outro, o
conjunto B é L.I. Assim, B é base para W.
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4.1.3. >> N1=[1,-7,5]; N2=[3,-1,1];
>> escalona([N1,0;N2,0])
[ 1, -7, 5, 0]
[ 3, -1, 1, 0]
eliminagdo 1:
(-3)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
L 1, -7, 5, 0]
[ 0, 20, -14, 0]
Continua ? (s/n) s
eliminagdo 2:
(1/20)*1inha 2 ==> linha 2
[ 1, -7, 5, 0]
[ 0, 1, -7/10, 0]
Continua ? (s/n) s
(7)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1

L i, 0, 1/10, 0]
[ 0, 1, -7/10, 0]
Fazendo z = 10t obtemos que y = 7t e x = —t. Assim a reta interse¢do dos dois subespagos é (x,y,z) =

t(—1,7,10), para todo t € R. Assim, {V = (—1,7,10) } é uma base para a reta.

4.1.4. (a) > vi1=[4,2,-3];v2=[2,1,-2];v3=[-2,-1,0];
>> escalona([vl;v2;v3;zeros(1,3)]’)
[ 4, 2, -2, 0]
[ 2, 1, -1, 0]
[ -3, -2, 0, 0]
eliminagdo 1:
(1/4)*1inha 1 ==> linha 1
[ 1, 1/2, -1/2, 0]
[ 2, 1, -1, 0]
[ -3, -2, 0, 0]
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(b) Os vetores V; e V; sdao L.I. pois um vetor ndo é multiplo escalar do outro.

(-2)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
(3)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 1/2, -1/2, 0]
[ 0, 0, 0, 0]
L 0, -1/2, -3/2, 0]

eliminagdo 2:
linha 3 <==> linha 2

[ 1, 1/2, -1/2, 0]
[ 0, -1/2, -3/2, 0]
[ 0, 0, 0, 0]
(-2)*1linha 2 ==> linha 2
[ 1, 1/2, -1/2, 0]
[ 0, 1, 3, 0]
[ 0, 0, 0, 0]
(-1/2)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, o0, -2, 0]

[ o, 1, 3, 0]

[ o, 0, 0, 0]

Os vetores Vi, V; e V3 sdo L.D., pois a equacdo xV; + yV, + zV3 = 0 admite solugdo ndo trivial.

(c) A dimensdo do subespaco gerado por Vq, Vz e V3, é 2, pois, pelos itens anteriores, V; e V, formam

(d) Este subespaco é um plano que passa pela origem paralelo aos vetores V; e V5.

uma base para ele.

4.1.5. (a) Nao, pois basta tomarmos um vetor que ndo estd no subespago gerado por V; e V; (plano que passa

pela origem), que ele ndo serd combinacao linear de V; e V5.

(b) Para que Vi, V; e V3 formem uma base de R3 basta que V4,V e V3 sejam L.I. Para isso V3 = (a,b,¢)

deve ser um vetor que ndo seja combinagdo linear de V; e V5.
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(c) > Vi=[2,1,3]1;V2=[2,6,4];
>> escalona([V1;V2])
[ 2, 1, 3]
[ 2, 6, 4]
eliminagdo 1:
(1/2)*1inha 1 ==> linha 1
[ 1, 1/2, 3/2]
[ 2, 6, 4]
(-2)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 1/2, 3/2]
[ 0, 5, 1]
eliminagéo 2:
(1/5)*1inha 2 ==> linha 2
[ 1, 1/2, 3/2]
[ o, 1, 1/5]
(-1/2)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
L 1, o0, 7/5]
[ o, 1, 1/5]

Pela Proposicao 4.9 (c) o subespago gerado pelos vetores V; e V; é igual ao subespago gerado por
W; = (1,0,7/5) e W, = (0,1,1/5) (as linhas da forma escalonada reduzida, R). Inserindo, por
exemplo, a linha V3 = (0,0, 1) na matriz R ela continua escalonada reduzida. Entdo V3 ndo pertence
ao subespaco gerado por Vi, V5.

Vi +xVo+x3V3 =0

entao
3V = —x1Vi —x2Vp

o que implica que x3 = 0e x; = 0 e xp = 0. Ou seja, V1, V; e V3 sdo L.I. Como a dimensédo do R3¢
igual a 3, entdo pelo Teorema 4.2 na pagina 235 V3 = (0,0, 1), é tal que V4, V, e V3 formam uma base
de R3.

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



Capitulo 4. Subespacos Base e Dimenséio 529

4.1.6. Fazendo z = « e y = B na equacgdo do plano obtemos que

4.1.7.

x = —2p —4a.
Assim, os pontos do plano x 4 2y + 4z = 0 sdo da forma

(x,y,2z) = (—2B —4ua,B, ), Yo, B € R,

ou seja, sdo da forma

(x,y,z) = a(—4,0,1) + B(—2,1,0) = aV; + BV Vo, B € R,
emque V; = (—4,0,1) e V, = (—-2,1,0).

Assim, V; e V, formam uma base do plano W, pois sdo L.I. (um ndo é mdltiplo escalar do outro) e geram
W (todo vetor de W é combinacdo linear deles).

Para estender V; e V5 a uma base de R3, precisamos acrescentar um vetor que nao seja combinacio linear
de Vi e V,. Uma maneira de se conseguir isso é tomar um vetor que ndo pertenga ao plano, ou seja, um
vetor (a,b,c) tal que a + 2b + 4z # 0. Por exemplo V3 = (1,0,0).

Devemos encontrar vetores que sdo combinagdes lineares de V; = (—1,2,3) e V, = (1,3,4) e ao mesmo
tempo sejam combinagdo lineares de V3 = (1,2,1) e V4 = (0,1,1), ou seja, que satisfacam as equacdes

V=x1VixpVo = x3V3 +x4Vy

ou seja,
Vi +x0Vo —x3Va — x4V =0

>> Vi=[-1,2,3];Vv2=[1,3,4];Vv3=[1,2,-1];V4=[0,1,1];
>> escalona([V1’,V2’,-V3’,-V4’ ,zeros(3,1)])

[ -1, 1, -1, 0, 0]

[ 2, 3, -2, -1, 0]

[ 3, 4, 1, -1, 0]
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eliminagdo 1:

(-1)*linha 1 ==> linha 1
[ 1, -1, 1, 0, 0]

[ 2, 3, -2, -1, 0]

[ 3, 4, 1, -1, 0]

(-2)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-3)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, -1, 1, 0, 0]

[ 0, 5, -4, -1, 0]

L o, 7, -2, -1, 0]
eliminagdo 2:

(1/5)*linha 2 ==> linha 2
L 1, -1, 1, 0,
[ 0, 1, -4/5, -1/5,
L 0, 7, -2, -1,

0]
0]
0]

(1)*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
(-7)*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

L 1, 0, 1/5, -1/5,
[ 0, 1, -4/5, -1/5,
[ 0, 0, 18/5, 2/5,
eliminagdo 3:

(5/18)*1inha 3 ==> linha 3

[ 1, O; 1/5: _1/5:
[ 0, 1, -4/5, -1/5,
[ 0, o, 1, 1/9,

(-1/5)*1inha 3 + linha 1 ==>

0]
0]
0]

0]
0]
0]
linha 1

(4/5)*1inha 3 + linha 2 ==> linha 2

[ 1, 0; O’ _2/9:
[ 0, 1, 0, -1/9,
[ 0, o, 1, 1/9,

0]
0]
0]

Introducao a Algebra Linear

Julho 2010



Capitulo 4. Subespacos Base e Dimenséio

531

Fazendo x4 = 9t, entdo x3 = —t, xp = t,x1 = 2t. Ouseja, V = x1 V] + xoVp = 2tVy + tV, = 2¢(—1,2,3) +

t(1,3,4) = (—t,7t,10t) = t(—1,7,10) A reta intersegdo dos dois subespagos é (x, 1, z)
qualquer t € R. Uma base paraaretaé {V = (—1,7,10)}.

418. (a)

(b)

V = (3a+4b—4c,2a —4b—6c,—2a —4b + 2c)
(3a,2a, —2a) + (4b, —4b, —4b) +
a(3,2,—2) +b(4, —4, —4) + c(—4, —6,2).

(—4c, —6¢,20)

=1(—1,7,10), para

Logo, definindo V; = (3,2, -2), V, = (4, —4,—4) e V3 = (—4,—6,2), entdo { V3, V, V3} gera V.

>> V1=[3,2,-2];V2=[4,-4,-4];V3=[-4,-6,2];

>> escalona([V1;V2;V3]’)

[ 3, 4, -4]

[ 2, -4, -6]

[ -2, -4, 2]

eliminagdo 1:

(1/3)*1inha 1 ==> linha 1

[ 1, 4/3, -4/3]

[ 2, -4, -6]

[ -2, -4, 2]

(-2)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
(2)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 4/3, -4/3]
[ 0, -20/3, -10/3]
[ 0, -4/3, -2/3]

eliminagdo 2:

(-3/20)*1linha 2 ==> linha 2
[ 1, 4/3, -4/3]

[ 0, 1, 1/2]

L 0, -4/3, -2/3]
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4.1.9.

(-4/3)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(4/3)*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -2]
[ o, 1, 1/2]
[ o, 0, 0]

Como a terceira coluna da matriz escalonada reduzida equivalente a A = [V} V; V3] é igual a soma
de —2 vezes a primeira com 1/2 vezes a segunda, pela Proposigao 4.9 (b) a mesma relagdo vale para
as colunas correspondentes da matriz A, ou seja, V3 = -2V, + %Vl. Assim o vetor V3 pode ser
descartado na geracdo de V, pois ele é combinacao linear dos outros dois. Logo, apenas V; e V; sdo
suficientes para gerar V. Como além disso, os vetores V; e V; sdo tais que um ndo é mdltiplo escalar
do outro, entdo eles sdo L.I. e portanto {V;, V5 } é uma base de V.

(a) Nao pois sao necessarios 4 vetores L.I. para se obter uma base de R* (Teorema 4.2 na pagina 235).
(b) V3 e Vydevem ser L.I e ndo pertencerem ao subespago gerado por Vj e V5.

(c) Escalonando a matriz cujas linhas sdo os vetores V; e V5,

-3 5 21
A‘{ 1 -2 -1 2]'

obtemos

o011 =7

Pela Proposicdo 4.9 (c) o subespago gerado pelos vetores V; e V; (as linhas de A) é igual ao subespago
gerado por W; = (1,0,1,—-12) e W, = (0,1,1, —7) (as linhas de R). Vamos inserir linhas na matriz
R até conseguir uma matriz 4 x 4 de forma que ela continue escalonada reduzida. Por exemplo,
podemos obter a matriz

R:{l 0 1 —12}

1 01 —-12
= o011 -7
R= 0 01 0
0 00 1
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Sejam V3 = (0,0,1,0) e V4 = (0,0,0,1). Vamos verificar que
V1 = (_3/5/2/1)/ V2 = (11 _2/ _1/2)/

V3 =(0,0,1,0) e V;=(0,0,0,1)
sdo L.I. .
x1Vi+xoVo +x3V3 +x4Vy =0
implica que
X\ Vi+xVo = —x3V3 — x4V

Como V3 e V4 ndo pertencem ao subespaco gerado por V; e V, que é o mesmo subespago gerado
por Wi e W, entdo

qVi+xVo=0 e —x3V3—x4V;=0
como {Vj, V,} é LI assim como { V3,V } entdo x; = xp = x3 = x4 = 0. Logo {V4,V, V3, V4} é LL
Assim pelo Teorema 4.2 na péagina 235 Vi, V, V3, V4 formam uma base de R%.

4.1.10. >> A=triu(randi(4,4,3))

A=-1 -2 1 1
0 2 -2 -2
0 0 -1 2
0 0 0 0

>> B=A-x*eye(4)

B =

[ -1-x, -2, 1, 1]

[ 0, 2-x, -2, -2]

[ 0, 0, -1-x, 2]

L 0, 0, 0, -x]

>> solve(det(B))

[ 110 -110C 21[ o]
>> Bml=subs(B,x,-1)
Bml =
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0, -2, 1, 1]
0, 3, -2, -2]
0, 0, 0, 2]
0, 0, 0, 1]

L e W e B e T VA e I e T e I |

> escalona(Bmi)
0, 1, 0, 0]
0, 0, 1, 0]
0, 0, 0, 1]
0, 0, 0, 0]

X2 =
X3

o

Este sistema tem como solugdo geral

W ={(«,0,0,0)|a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(,0,0,0) = a(1,0,0,0).

Logo, B ={V =(1,0,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tinico vetor ndo nulo é sempre

L.I, entdao B é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)
B2 =

[ -3, -2, 1, 1]
[ o, 0, -2, -2]
[ o, o0, -3, 2]
[ 0, 0, o0, -2]
>> escalona(B2)
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[ B B e W |
O O O -

-

O O O Ww
O O = O

-

0]
0]
1]
0]

X1

Este sistema tem como solugdo geral

Agora, para qualquer elemento de W temos:

W = {(—2&,3%,0,0) |« € R}.

+

2/3XQ

(—2«,34,0,0)

X3

X4

o]

«(—2,3,0,0).

Logo, B = {V = (—2,3,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é

sempre L.I., entdo B é base para W.

>> BO=subs(B,x,0)

BO =
[ -1, -2, 1, 1]
[ o0, 2, -2, -2]
[ o, 0, -1, 2]
[ o, 0, 0, 0]
>> escalona(BO0)
[ 1, o0, o0, 3]
[ o, 1, o0, -3]
[ o, o, 1, -2]
[ o, 0, 0, 0]
Julho 2010
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X1 3x42 = 0
X2 —33(4 0
x3 — 2x4 = 0

Este sistema tem como solugdo geral
W = {(—3a,30,2a,a) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(3w, 30,20,00) =
a(-3,3,2,1).

Logo, B = {V = (—3,3,2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é
sempre L.I., entdo B é base para W.

4.2. Espaco Linha e Espaco Coluna (pagina 270)

4.21. (a) > A=[1,4,5,2;2,1,3,0;-1,3,2,2];
>> escalona(A)

[ 1: Os 1’ _2/7]
[ 0, 1, 1, 4/7]
[ O’ O, 0’ O]
i = (1,0,1,-2/7),V, = (0,1,1,4/7) formam uma base para o espaco linha e W; =

(1,2,-1), W, = (4,1,3) formam uma base para o espaco coluna de A.

(b) >> A=[1,-4,-5,4;-1,4,4,-5;0,0,2,01;
>> escalona(A)
[ 1, -4, o0, 0]
[ 0, 0, 1, 0]
[ 0o, o, o0, 1]

Vi = (1 4 0, 0) = (0,0,1,0),V3 = (0,0,0,1) formam uma base para o espaco linha de A e
Wy =(1,-1,0), W, ( 5,4,2), W3 = (4, —5,0) formam uma base para o espaco coluna de A.
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422. (a) >> A=[1,-2,2;2,-2,4;-3,3,6];
>> escalona(A)

[ 1, o0, 2]
[ o, 1, o]
L 0, 0, 12]

A dimensao é 3, ou seja, o subespaco é o R>.

(b) >> A=[1,-3,4;6,2,-1;2,-2,3;-4,-8,9].°
>> escalona(A)
[ 1, 0, 4/5, 2]
[ o, 1, 1/5, -1]
[ o, 0, 0, 0]

A dimensédo é 2.

4.2.3. (a) > A=[1,2,2,3,1,4;2,4,5,5,4,9;3,6,7,8,5,9]
>> U=escalona(A)
uv=[ 1, 2, 0, 5, -3, 0]
[ o, o0, 1, -1, 2, 0]
[ o, 0, O, O, O, 1]

As colunas Uy, Uy e Us correspondem as varidveis livres. U, = 2Uy, Uy = 5U; — U3, Us = —3U; +
2Us5.

(b) As colunas Aj, A3 e Ag formam uma base para o espago coluna de A. Ay = 2A1, Ay = 5A1 —
Az, As = —3A1 + 2A3.

4.2.4. (a) O posto é 2, pois as duas linhas sdo L.I.
(b) O posto é 1, pois as duas linhas sdao L.D.

(c) O posto é 2, pois o determinante da matriz é igual a zero e existem pelo menos duas linhas L.L
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(d) O posto é 3, pois o determinante da submatriz formada pelas primeiras trés colunas da matriz é
diferente de zero.

4.2.5. (a) > syms t; A=[1,1,t;1,t,1;t,1,1]
>> escalona(A)

[ 1, 1, t]

[ 0, t-1, 1-t]

[ 0, 1-t, 1-t~2]
Continua? s

[ 1, 0, t+1]
[ 0, 1, -1]
[ 0, 0, -t"2-t+2]

Se t =1, entdo o posto de A éigualal. Set # 1, entdo o posto de A é igual a 2 ou 3. Se além disso,
—#2 —t+2=—(t+2)(t—1) = 0, entdo o posto de A é igual a 2, ou seja, 0 posto de A é igual a 2,
set=—2eéiguala3,sef#1,-2.

(b) > A=[t,3,-1;3,6,-2;-1,-3,-t]
>> escalona(A);

[ 1, 0, -2xt-2]
[ 0, 1, 2/3+t]
[ 0, 0, —-3+2%t~2-t]

O posto de A éigual a2, se2t? —t—3 = 0, ou seja, se t = —1,3/2. Caso contrario, o posto de A é
igual a 3.

4.2.6. (a) posto(A
(b) posto(A
(c) posto(A

) <2enulidade(A) > 1.
) <2enulidade(A) > 0.
) < 3enulidade(A) > 0.
(d) posto(A) < min{m,n} e nulidade(A) > n — min{m, n}.

4.2.7. (a) Se posto(A) = posto([A|B]) = 2, entdo o sistema AX = B tem solugdo tnica. Se posto(A) =
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posto([A|B]) = 1, entdo o sistema AX = B tem infinitas solugdes. Se posto(A) = 1 e posto([A|B]) =
2, entdo o sistema AX = B ndo tem solucao.

(b) Em nenhuma hipétese o sistema AX = B tem solugdo tnica. Se posto(A) = posto([A|B]) = 1,2,
entdo o sistema AX = B tem infinitas solugdes. Se posto(A) = 1 e posto([A|B]) = 2,3, entdo o
sistema AX = B ndo tem solugéo.

(c) Se posto(A) = posto([A|B]) = 3, entdo o sistema AX = B tem solucdo tnica. Se posto(A) =
posto([A|B]) = 1,2, entdo o sistema AX = B tem infinitas solugdes. Se posto(A) = 1 e
posto([A|B]) = 2,3 ou se posto(A) = 2 e posto([A|B]) = 3, entdo o sistema AX = B ndo tem
solucéo.

(d) Se posto(A) = posto([A|B]) = n, entdo o sistema AX = B tem solu¢do tnica. Se posto(A) =
posto([A[|B]) = 1,...,n — 1, entdo o sistema AX = B tem infinitas soluc¢des. Se posto(A) = i e
posto([A|B]) > i,parai=1,...,n — 1, entdo o sistema AX = B ndo tem solucéo.

4.3. Espacos Vetoriais (pdgina 286)

4.3.1. A equagdo 3X —2V = 15(X — U) é equivalente a 3X — 2V = 15X — 15U. Somando-se —15X + 2V

obtemos —15X 43X = 2V — 15U ou —12X = 2V — 15U multiplicando-se por —% obtemos
_5 1
X=3U-3;V.

4.3.2. Multiplicando-se a segunda equacdo por 2 e somando-se a primeira, obtemos 12X = 3U + 2V ou X =
%U + %V. Substituindo-se X na primeira equagdo obtemos, %U +V-=2Y =Uou2Y = %LI +V ou
y=1u+1lv.

4.3.3. Vamos verificar que existem escalares a e b tais que
2+ 2t+7=a(t? +1) +b(t+3) = at®> + bt + (a + 3b)
que é equivalente ao sistema

a =1
b = 2
a + 3 = 7

que tem solucdoa =1leb = 2.
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4.3.4. Vamos verificar que existem escalares a e b tais que 3 = a(5tan? t) +2bsec? t = 5a(sec®t — 1) +2bsec’ t =
—5a + (5a + 2b) sec? t. Basta tomarmos escalares a e b tais que 3 = —5a e 5a + 2b = 0, ou seja, basta que
a=-3/5eb=23/2

4.3.5. >> x1=[4,2,-3];x2=[2,1,-2] ;x3=[-2,-1,0];

>> x=[1,1,1]1;
>> A=[x1;x2;x3;x].’
4 2 -2 1
2 1 -1 1
-3 -2 0 1
>> R=escalona(A)
1 0 -2 0
0 1 3 0
0 0 0 1

>> x=[4,2,-6];
>> A=[x1;x2;x3;x] .’

4 2 -2 4
2 1 -1 2
-3 -2 0 -6
>> R=escalona(A)
1 0 -2 -2
0 1 3 6
0 0 0 0

>> x=[-2,-1,1];
>> A=[x1;x2;x3;x].’

4 2 -2 -2
2 1 -1 -1
-3 -2 0 1
>> R=escalona(A)
1 0 -2 -1
0 1 3 1
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0 0 0 0
>> X=[_1:2,3];
>> A=[x1;x2;x3;x] .’

4 2 -2 -1
2 1 -1 2
-3 -2 0 3
>> R=escalona(A)
1 0 -2 0
0 1 3
0 0 0 1

Assim, os vetores das letras (b) e (c) sdo combinacao linear de X1, X, e Xj3.
4.3.6. (a) Nao é espago vetorial pois 1(1,1) = (1,0) # (1,1), ou seja, o axioma (8) ndo é satisfeito.

(b) Nao é espaco vetorial pois (1,1) + (2,2) = (5,5) # (2,2) + (1,1) = (4,4), ou seja, 0 axioma (1) ndo
é satisfeito.

(c) Nao é espago vetorial pois (0,1) + ((0,2) +0,3)) = (0,1) + (5,0) = (1,5) # ((0,1) + (0,2)) +
(0,3) = (3,0) +(0,3) = (3,3)

(d) E espaco vetorial, pois:
Lxty=xy=yx=y-+x
il x+(y+z)=x(yz) = (xy)z = (x +y) +z
iii. Se0 =1, entiox =1x=0+x=x+0;

iv. Se —x =x "l entdo (—x)+x=x+(—x)=xx 1 =1=0;

v. w(Br) = a(x) = ()6 = v = (af)s;
vi. a(x+y) = (xy)* = x*y* = ax + ay;
vii. (a+ B)x = x(@HP) = x*xP = ax + Bx;
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viii. 1x = x! = x.

43.7. (1) (f+8)(x) = f(x) +g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x), para todo x € &;
@) F++m](x) = f(x) +(g+h)(x) = f(x) + (&(x) + h(x)) =

h(x) = [(f +g) + h](x), para todo x € X;
(3) Seja 0 a fungdo identicamente nula. (f + 0)(x)

f(x)+ (—f(x) =0=0(x), para todo x € X;
©) [a(BA)](x) = a(Bf)(x) = a(Bf(x)) = (ap)f(x) =

©) [a(f +&)I(x) = a(f +8)(x) = a(f(x) +8(x)) =

ag)(x), para todo x € X;

@) [(a+p)fI(x) = (a+B)f(x) = af(x) +Bf(x) = (af)(x) +

xeX;
) (1f)(x) =1f(x) = f(x), para todo x € X;
5.1. Produto Escalar em R" (pdgina 303)

5.1.1. >> syms a
>> x=[1,1,-2];y=[a,-1,2];
>> solve(pe(x,y))
ans = 5

5.1.2. >> syms a b

>> x=[1/27(1/2),0,1/27(1/2)1;y=[a,1/2"7(1/2) ,-b];

>> sol=solve(pe(x,y),no(y)-1)
sol =

a: [2x1 sym]

b: [2x1 sym]
>> sol.a, sol.b

(f(x) +8(x)) +h(x

f(x) +

= f(x), paratodo x € X;
(4) Dada a fungdo f definimos a fungdo —f por (—f)(x) =

—f(x), paratodo x € X. [f + (

aB)f](x), para todo x € X;
af(x) + ag(x)

= (f+8)x)+

—Nlx) =

ag)(x) = (af +

[af + Bf](x), para todo
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ans = [ 1/2] [ -1/2] ans = [ 1/2] [ -1/2]

5.1.3. >> vi1=[1,1,-1,0];v2=[0,2,0,1];v3=[-1,0,0,1];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2)
w2 = [-2/3, 4/3, 2/3, 1]
>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3)
w3 = [-4/11, -3/11, -7/11, 6/11]
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,ud=w3/no (w3)

5.1.4. >> vi=[1,1,1];v2=[0,1,1];v3=[1,2,3];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2)
w2 = [-2/3, 1/3, 1/3]
>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3)
w3 = [0, -1/2, 1/2]
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,ud3=w3/no (w3)

m=[1v3 1v3 13 ]
= -31v2V3 1v2V3 1v2V3 ]
wy=[0 —3v2 3V2|
5.1.5. Este subespago consiste dos vetores da forma:

(—a—BBa) = (—a0a)+(-BB0)
= a(-1,0,1) + B(—1,1,0)
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5.1.6.

5.1.7.

>> v1=[-1,0,1];v2=[-1,1,0];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2);
>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2)
w=[—4vVZ 0 13 ]
w= [ ~1VAVE JVAVE —1VAVE ]

Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(—a+28+7,7,Ba) =
(—«,0,0,a) + (28,0,B8,0) + (,7,0,0)
«(=1,0,0,1) + B(2,0,1,0) + 7(1,1,0,0)

>> v1=[-1,0,0,1];v2=[2,0,1,0];v3=[1,1,0,0];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2);

>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3);

>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2), u3=w3/no(w3)

>> A=[1,1,-1,0;2,1,2,0];
>> escalona(A)

1 0 3 0

0 1 -4 0
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5.1.8.

o

X1 + 3X3 =
X2 — 43(3 = 0

Este sistema tem como solucédo geral
W = {(—3wa,4a,a) |a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(=30, 40, 0) = a(—3,4,1).

Logo, S = {V = (-3,4,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é sempre
L.I, entdo S é base para W.

>> v=[-3,4,1];
>> u=v/no(v)

>> Vi=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];
>> V2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];
>> pv(V1,V2)
ans = 0 0 0
>> syms x y z; X=[x,y,z];
>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det(M)
M= x, y, z]
[ 1, 2, -3]
[ 0, 1, 2] expr = 7T*x-2xy+z

Como o produto vetorial de V; e V, (os dois vetores diretores das retas) é igual ao vetor nulo, entdo

—
as retas sdo paralelas. Neste caso, os vetores V; e P;P, sdo ndo colineares e paralelos ao plano procu-
rado. Assim, 7x — 2y 4+ z = 0 é a equagdo do plano, que passa pela origem, logo é um subespago. Este
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subespaco consiste dos vetores da forma:

(a,B,-7a+2B) = (a,0,—7a)+ (0,B,2B)
«(1,0,—7) + B(0,1,2)

>> V1=[1,0,-7];V2=[0,1,2];

>> Wi=V1; W2=V2-proj(W1,V2)
w2 =[ 7/25, 1, 1/25]

>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)

U =[1/10vV2 0 —{5v2 ]
Ur=[ V3 5/9V3 1/45V3 ]
Para completarmos a uma base ortonormal de R3, basta acrescentarmos Us = Uy x Ub.

>> U3=pv(U1,U2)

Us= [ £vV2vV3 —1/9v2V3 1/18v2V3 ]

5.2. Subespacos Ortogonais (pagina 319)
5.2.1. >> v1=[1,1,-1,0];v2=[0,2,0,1];v3=[-1,0,0,1];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2)
w2 = [-2/3, 4/3, 2/3, 1]
>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3)
w3 = [-4/11, -3/11, -7/11, 6/11]
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no (w2) ,u3=w3/no (w3)

w=[1v3 }v3 —1V3 0]
2=[ -3VIIV3 VIV ZVIIV3 £ Vilv3 ]
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ud=[ —& V110 —335 V110 —5 V110 2 110 ]

5.2.2. >> vi1=[1,1,1];v2=[0,1,1];v3=[1,2,3];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2)
w2 = [-2/3, 1/3, 1/3]
>> w3=v3-proj (wl,v3)-proj(w2,v3)
w3 = [0, -1/2, 1/2]
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,u3=w3/no(w3)

m=[3v3 3v3 3V3]
[ -31vaV3 133 LV ]
=10 —3v2 3V2]

5.2.3. Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(a—ppua) = (-a0,a)+(=pp0)
a(—1,0,1) + B(—1,1,0)

>> V1=[_1,0,1] ;V2=[_1,130] 5
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2);
>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2)

m=[-3v2 0 3v2]
w= [ 1VAVZ 1VAVE ~1vAVa ]

5.2.4. Este subespago consiste dos vetores da forma:

(—0(+218+’)’,’)/,,B,06)
(—«,0,0,a) + (28,0,8,0) + (,7,0,0) =
«(=1,0,0,1) + B(2,0,1,0) + v(1,1,0,0)
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>> v1=[-1,0,0,1];v2=[2,0,1,0];v3=[1,1,0,0];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2);
>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3);
>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2), u3d=w3/no(w3)
um=[-iv2 0 0 $v2]
up=1[%3v3 0 1v3 1V3]
uz=1[ Hv42 1va2 —4Va2 Lva ]
5.2.5. >> A=[1,1,-1,0;2,1,2,0];

>> escalona(A)
1 0 3 0
0 1 -4 0

o

{ X + 3x3 =
Xy — 4x3 = 0
Este sistema tem como solugdo geral
W = {(—3w,4a,a) |a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—3a,40,0) = a(—3,4,1).

Logo, S = {V = (—3,4,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é sempre
L.I, entdo S é base para W.

>> v=[-3,4,1];
>> u=v/no (v)
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5.2.6. >> Vi1=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];
>> V2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];
>> pv(V1,V2)
ans = 0 0 0
>> syms x y z; X=[x,y,z];
>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det(M)
M=l x, y, z]
[ 1, 2, -3]
[ 0, 1, 2] expr = 7xx-2xy+z

Como o produto vetorial de V; e V, (os dois vetores diretores das retas) é igual ao vetor nulo, entdo
H

as retas sdo paralelas. Neste caso, os vetores V; e P;P, sdo ndo colineares e paralelos ao plano procu-
rado. Assim, 7x —2y 4+ z = 0 é a equagdo do plano, que passa pela origem, logo é um subespago. Este
subespaco consiste dos vetores da forma:
(a,f, ~70+2B) = (x,0,~7a)+(0,5,2p)
«(1,0,—-7)+pB(0,1,2)
>> V1=[1:03_7] :V2=[0:1:2] 3
>> Wi=V1; W2=V2-proj(Wi,V2)

w2 =[ 7/25, 1, 1/25]
>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)

Uy =[1/10vV2 0 —{5v2]
Uy=[ V3 5/9V3 1/45V3 ]

Para completarmos a uma base ortonormal de R3, basta acrescentarmos Uz = U; x U,.
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>> U3=pv(U1,U2)

Us=[ HvV2v3 —1/9v2V3 1/18v2V3 |

527. > syms x y z d
>> expril=2*x+2*xy+2*xz+d;
>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs(pe (P-P1,N))/no(N)

expr2 = 1/6 |6 +d| V3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0][ -12]

Os planos 2x +2y +2z = 0 e 2x + 2y + 2z — 12 = 0 satisfazem as condigdes do exercicio. Apenas o
primeiro plano é um subespaco. Este subespago consiste dos vetores da forma:

(wp,—a—p) = (a0,-a)+(0,p —p)
a(1,0,—1) + p(0,1,-1)

>> Vi=[1,0,-1];V2=[0,1,-1];
>> Wi=V1; W2=V2-proj(Wi,V2)
w2 = [ -1/2, 1, -1/2]
>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)
U =[1/2v2 0 —1/2V2 ]

Uy =[ —1/6v/3v2 1/3V3v2 —1/6V3V2 |.

5.3. Mudanca de Coordenadas (pagina 333)
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53.1. (a)

(b)

53.2. (a)

>> vi=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2)1);
>> v2=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2)]1);
>> p=[1,3];

>> A=[v1;v2;p].’

>> escalona(A)

[1, 0, -27(1/2)]

[o, 1, 2%2°(1/2)]

Assim, as coordenadas de P em relacgdo ao sistema S séo:

\/2:

v

>> vi=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2),0]);

>> v2=sym([0,0,1]);

>> v3=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2),0]);

>> p=[2,-1,2]; A=[vl;v2;v3;p]l.’;

>> escalona(A)

[ 1, 0, 0, 3/2*%27(1/2)]

[0, 1, 0, 2]

[0, 0, 1, 1/2%2°(1/2)]

Assim, as coordenadas de P em relagdo ao sistema S séo:
3v2/2

B4

V2/2

>> vi=sym([-1/sqrt(2),1/sqrt(2)]1);
>> v2=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2)1);
>> y=2xv1+v2

[ —v2/2 3v2/2 ]
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(b) >> vi=sym([0,1/sqrt(2),-1/sqrt(2)1);
>> v2=sym([1,0,0]);
>> v3=sym([0,1/sqrt(2),1/sqrt(2)]1);
>> v=-v1+v2+2*v3

v = 3 1 3
[1 Vv2/2 3v2/2]
5.3.3. As coordenadas de Uj, U, e Uz em relagio ao sistema S = {O,U;, Uy, U3} sdo dadas por
! 0 0 1 0 0 1 1
0|,|1]|e]| O ],respectivamente. Assim, U; = | 0 1/2 —+/3/2 0| =1]01|,U-=
| 0 0 1 0 V3/2 1/2 0 0
(1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1/2 —V3/2 1= 1/2 |elz=|0 1/2 —/3/2 0| =| —v3/2
| 0 V3/2 1/2 0 V3/2 0 v3/2 1/2 1 1/2

5.3.4. >> p=sym([sqrt(3),11).’; pr=sym([sqrt(3),-11).’;
>> A=[cos(th),-sin(th) ;sin(th),cos(th)];
>> expr=A*pr-p
expr = [ cos(th)*3"(1/2)+sin(th)-3"(1/2)]
[ sin(th)*37(1/2)-cos(th)-1]
>> solve(expr(1l,1),expr(2,1),th)
ans = 1/3%*pi

A rotacdo é de 7t/3.
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6.1. Definicdo, Exemplos e Propriedades (pagina 357)

6.1.1. (a) > Vi=[1;1]1;V2=[0;1]; A=[V1,V2];
>> escalona([A, [3;-2]1)
[ 1, 0, 3]
[ o, 1, -5]

(3,—2) = 3V} — 5Vh. Assim, T(3,—2) = 3T(V}) — 5T(V4) = 3(2, —3) —5(1,2) = (1,—19).

(b) >> syms a b
>> escalona([A, [a;b]l])
[ 1, o0, al
[ o, 1, b-a]

(a,b) = aVy + (b —a)V,. Assim, T(a,b) = aT(V})+ (b—a)T(Va) = a(2,-3) + (b —a)(1,2) =
(a+b,—5a+20).

6.1.2. >> Vi=[1;1];V2=[0;-2]1; A=[V1,V2];
>> escalona([A,[1;0]1,[0;111)
[ 1, 0, 1, 0]
[ o, 1, 1/2, -1/2]

(1,0) = V4 +1/2V5 e (0,1) = —1/2V,. Assim, T(1,0) = T(V;) +1/2T(V3) = (3,2,1) +1/2(0,1,0) =
(3,5/2,1) e T(0,1) = —1/2T(V3) = —1/2(0,1,0) = (0, —1/2,0).

6.1.3. Pyy(x,v,2) = (x,1,0), Ppz(x,y,2) = (0,y,2) e Prz(x,y,2) = (x,0,2).
6.14. (a) Pr(x,y,2) = (x,¥,2) — Ppa)(x,y,2) = 41 (13x — 2y — 3z, —2x + 10y — 6z, —3x — 6y + 52).

(b) Ra(x,y,z) = 2Pr(x,y,2) — (x,¥,2) = (x,¥,2) — 2Pup3)(x,y,2) = 1/7(6x — 2y — 32,3y — 2x —
6z, —2z — 3x — 6Y).

6.1.5. Ry/3,(E1) = E1,Ryj3.(Ea) = 1/2Ey + V/3/2E3,Ry3,(E3) = —+/3/2E; + 1/2E;.  Portanto,
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[ x ] M1 0 07 [ x 7
Rupae | Yy | =10 1/2 —/3/2 y
|z ] | 0 V3/2 1/2 | | z |
Res3y(E2) = Ez,Rpsay(E1) = 1/2Ey — V/3/2E3,Ry5,(Es) = +/3/2E; + 1/2E;.  Portanto,
[x] [ 172 0 V3/27 [ x]
Repzy | ¥ | = 0 1 0 Y
Lz ]| | —-v3/2 0 1/2] ]z
Rr32(E3) = E3,Rpp.(E1) = 1/2Ey + V/3/2Ey,Ryy3,(E2) = —+/3/2E; + 1/2E,. Portanto,
(x] [ 172 —v3/2 07 [ x]
Repz | y | =] v3/2  1/2 0| |y
L Z L 0 0 1] [z]
6.1.6. (a) P, (x Z) — broi (x Z) _ {(xy2),111) x+y+z(1 1 1) _ (x—i-y—l—z x+y+z x+y+z)
.1.6. X, Y,2) =P 0](1,1/1) Y, T U@Ly 3 Y = 3, T3 /T3 .
®) Re(xy,2) = 2proj(xy2) — (vyz) = 2075 THE ) — (xyz) =
—x+2y+2z 2x—y+2z 2x+2y—z
(—F— == =735 )
—
6.1.7. Sejam P = (5,0) e Q = (3,4). O eixo da reflexdo é uma reta r, perpendicular ao vetor PQ= (—2,4) que

passa pelo ponto médio, M = % = (4,2). Assim, o eixo é uma reta de equagdo —2x +4y +c = 0.
Substituindo-se o ponto M na equacdo da reta é —2x + 4y = 0. R,(5,0) = (3,4) e R,(4,2) = (4,2).

>> V1=[5;0];V2=[4;2]; A=[V1,Vv2];
>> escalona([A,[1;0],[0;11]1)

[ 1, 0, 1/5, -2/5]

[ 0, 1, 0, 1/2]

Assim, R,(1,0) = 1/5R,(5,0) = 1/5(3,4) = (3/5,4/5) e R,(0,1)
—2/5(3,4) + 1/2(4,2) = (4/5,-3/5).

—2/5R,(5,0) 4 1/2R,(4,2)

A matriz de R, em relacdo a base candnica é [R,]§ =

Al
I
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3/5 4/5
4/5 =3/5 |

6.2. A Imagem e o Ntcleo (pagina 371)

6.2.1. Esta transformagdo é a projecdo no plano xy. Se a imagem da reta r é um ponto, entdo a reta é per-
pendicular ao plano xy. Assim, as equagdes paramétricas da reta r sdo da forma x = x9,y = Yo,z =
zo +ct,Vt € R, em que (xg, yo,z0) = P.

0 0 1
6.2.2. (a) Seja B = {Ej, Ep, E3} abase canénica. T(X) = [T(E;)T(E2)T(E3)]X=|1 -1 0 | X
0 0 -1

A=[O,O,1;1;_1’O;O:O:_1] 5
>> escalona(A)

[ 1, -1, 0]
[ o, 0, 1]
[ o, 0, 0]

N(T) ={«(1,1,0) | « € R}. {(1,1,0)} é base para o ntcleo de T, pois é L.I. e gera o nucleo de T.

(b) Aimagem de T é gerada por T(E1), T(E,) e T(E3), ou seja, pelas colunas da matriz [T B As colunas
g g P ja, p B

associadas aos piv0s (primeira e terceira) sdo L.I. Assim, (0,1,0) e (1,0, —1) formam uma base para
aimagemde T.

(c) Ontcleo de T é uma reta que passa pela origem e tem vetor diretor (—1,1,0) e a imagem de T é o
plano que passa pela origem que é paralelo aos vetores (0,1,0) e (1,0, —1).

6.23. (a) n=dim(N(T)) +dim(Z(T)) =2+5 = 7.
(b) n =dim(N(T)) +dim(Z(T)) =0+5=5.

6.24. (a) M(T) = {(x,y,—x) | x,y € R}. {(1,0,—1),(0,1,0)} é uma base para o ntcleo de T. Seja T uma
transformacdo linear tal que T(1,0,—1) = (0,0,0),T(0,1,0) = (0,0,0). Seja V um vetor que ndo
pertence ao espago gerado por (1,0, —1) e (0,1,0). Defina T(V) = W, onde W # (0,0, 0). Por exem-
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plo, tomando V = (1,0,0) e T(1,0,0) = (1,0,0). A transformacdo T estd totalmente caracterizada
por seus valores em uma base do dominio.

(b) Z(T) = {(x,x,2z) | x,z € R}. {(1,1,0),(0,0,1)} é uma base para a imagem de T. Seja T uma
transformacéo linear tal que T(E;) = (1,1,0), T(Ez) = (0,0,1). Seja W um vetor que pertence ao
espago gerado por (1,1,0) e (0,0,1). Defina T(E3) = W. Por exemplo: W = 0, entdo T(E3) = 0. A
transformacao T estd totalmente caracterizada por seus valores em uma base do dominio.

6.2.5. Seja {V}, V>} uma base de R?. Defina T(V;) =0e T(V») = Vi. Ex.: T(1,0) = (0,0) e T(0,1) = (1,0).

6.3. Composicao de Transformacdes Lineares (pagina 389)

6.3.1. Seja B = {E;, E>} a base canénica de R2. Como P = [I]§ = [ i ; }, = [T]E = [T(E1)T(Ey)] =

A
{ % _:1)) } op-l— [ _% _1 }.Entéo, [T]6 = [DFITIEIE = P AP = [ —g —13 }

11 0
632 (a P=[5=]0 2 -2 .
00 1

(b) B = [T]S = [IG[T]E[1)E = P~'AP. Multiplicando-se a esquerda por P, PB = AP. Seja B =
[X1X,X3]. Para encontrar B basta resolvermos os sistemas lineares PX; = AP,PX, = AP,PX3 =
AP que podem ser resolvidos simultaneamente escalonando a matriz aumentada [P|AP)].

>> A=[3,-1,-2;0,0,-2;0,0,-1];
>> P=[1,1,0;0,2,-2;0,0,1];

>> escalona([P,A*P])

[ 1, 1, o0, 3, 1, 0]

[ o, 2, -2, 0, 0, -2]

[ o, 0, 1, o0, o0, -1]
eliminagdo 2:

(1/2)*1inha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, 0, 3, 1, 0]
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6.3.3. (a)

> 1, _1, O: O: _1]
> 07 1, O, O: _1]

, 0, 1, 3, 1, 1]
, 1, -1, 0, 0, -1]
, 0, 1, o0, 0, -1]
eliminagdo 3:

L B B e B W e B

0
0
-1)*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
1
0
0

(-1)*1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(1)*1linha 3 + linha 2 ==> linha 2

t 1, o0, 0, 3, 1, 2]
[ Oy 1, O’ O: O: _2]
[ O’ 0, 1, O: O: _1]

31 2
0 0 -2
0 0 —1

Assim, B = [X1 X X3] =

P,(Uy) = Uy = 1U; + 0U, + 0Us,

>
»
2.
8
=
aa
I

V3/3  V6/3
Seja P = [I]§ = { V3/3 —V6/6

] |

0
V2/2

V3/3 —\6/3 —/2/2

Py(Eq) = projy 1)E1 = W(l' 1,1) = (1/3,1/3,1/3) = 1/3E, + 1/3E, + 1/3E;
Py(Ep) = projy 1 1) E2 = {44 (1,1,1) = (1/3,1/3,1/3) = 1/3E; +1/3E; + 1/3E;

LR

] |
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Pr(Es) = projy 1 1) Es = {25 (1,1,1) = (1/3,1/3,1/3) = 1/3E1 +1/3E +1/3E;
Assim,

1/3 1/3 1/3
PE=1]1/3 1/3 1/3 |.

1/3 1/3 1/3

(b) R,(U;) = Uy = 1U; + 0U; + 0Us,
Rr(UZ) = —UZ = OU1 - 1U2 + OU3 e
R,(U3) = —Uz = 0U; + 0U, — 1Us3.

1 0 0
Assim,[R,)S= |0 -1 0

0 0 -1
Rr(E1) = 2projiy,yE1 — E1 = 2%(1, 1,1) — (1,0,0) = (—1/3,2/3,2/3) = —1/3E; +
2/3E; +2/3E;
Ry (Ep) = 2proj; 1 1)Er — Ep = 2%(1, 1,1) — (0,1,0) = (2/3,—-1/3,2/3) = 2/3E; — 1/3E, +
2/3E;
Ry (Es) = 2proj; 1 1)Es — E3 = 2%(1, 1,1) = (0,0,1) = (2/3,2/3,—1/3) = 2/3E; +2/3E, —
1/3E;

Assim, [R/]5 = 2/3 —1/3 2/3

2/3  2/3 -1/3

—-1/3 2/3 2/3]

6.3.4. Ry, (L) = Uy = 1U; + 0Ly + 0Us,
Ry/2,(Up) = Uz = 0U; +0Uy + 1U3,

Rn/zrr(U3) = —U, =0U; — 1Up + 0Us3.
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6.3.5.

S O
— o o

0
-1 1.
0

Ey = (E1, Uy) Uy + (Eq, Up) Up + (E1, U3) Uy = 1//2U; +1/+/2U;

Ru/ar(E1) = 1/V2Rzyp,(U1) +1/V2Rz 0, (Us) = 1/V2Uy = 1/V2Uy = 1/V2(1/V2,1//2,0) —
1/4/2(0,0,1) = (1/2,1/2,-1//2)

Ey = (Ep, Uy) Uy + (Ep, Up) Up + (Ep, Us) Uz = 1/v/2Uy — 1//2Us

Re2r(E2) = 1/V2Rz/0,(Uy) = 1/V2Rzp0,(Us) = 1/V2Uy +1/vV2Us = 1/V2(1/v/2,1/v/2,0) +
1/+/2(0,0,1) = (1/2,1/2,1//2)

E3 = (E3, Uy) Uy + (E3, Up) U + (E3, Uz) Uz = Uy
Rr/2,(E3) = Ruya,(Ua) = Us = (1/V2,-1/v/2,0)

Assim, [Rn/z,r}g = [

/2 172 1/V2
Assim, [Ry /2|5 = 1/2  1/2 -1/v2 |.
-1/v2 1/v2 0
1 21
(a) A matriz de T em relacdo a base can6nicaé A= | 0 1 2 |. Assim,
0 01

> A=[1,2,1;0,1,2;0,0,1];

> escalona([A,eye(3)])

[1, 2, 1, 1, 0, O]

[0, 1, 2, 0, 1, O]

[0, O, 1, 0, 0, 1]

eliminagdo 2:

(-2)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, o0, -3, 1, -2, 0]
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(o 1, 2, o, 1, 0]
( o, o, 1, 0, 0, 1]
eliminagdo 3:

(3)*1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(-2)*1inha 3 + linha 2 ==> linha 2
( 1, o, o, 1, -2, 3]
( o, 1, o, o, 1, -2]
[ o, o0, 1, o0, o0, 1]

Portanto, a inversa de T é dada por T~ (x,y,z) = (x — 2y + 3z,y — 2z, 2).

1 -2 =2
(b) A matriz de T em relagdo a base {E1,Ez, E3}é A= | 0 1 —4 |.Assim,
0 0 1

> A=[1,-2,-2;0,1,-4;0,0,1];

> escalona([A,eye(3)])

[ 1, -2, -2, 1, 0, 0]

[ o, 1, -4, o0, 1, 0]

[ o, 0, 1, o0, O, 1]
eliminagdo 2:

(2)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, 0, -10, 1, 2, 0]

[ 0, 1, -4, 0, 1, 0]

[ 0, 0, 1, 0, 0, 1]
eliminagdo 3:

(10)*1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
(4)*1inha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, o, o0, 1, 2, 10]

[ 0, 1, 0O, O, 1, 4]

( o, o, 1, 0o, 0, 1]

Assim, T~1(a,b,c) = (a+2b+10c, b + 4c, c).
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(c) A matriz de T em relagdo a base {Ej, Ey, E3} é

> A=[1,1,1;1,2,1;1,0,2];
> escalona([A,eye(3)])

—_
O N =
N = =

(1, 1, 1, 1, 0, 0]

[1, 2, 1, 0, 1, O]

[1, 0, 2, 0, 0O, 1]

eliminagdo 1:

(-1)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-1)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
(1, 1, 1, 1, 0, 0]

{ o, 1, o, -1, 1, 0]

[ 0, -1, 1, -1, 0, 1]

eliminagdo 2:
(-1)*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
(1)*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, o, 1, 2, -1, 0]

[ o, 1, 0, -1, 1, O]

[ o, o0, 1, -2, 1, 1]
eliminagdo 3:

(-1)*1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, o, 0, 4, -2, -1]

[ o, 1, 0, -1, 1, 0]

[ o0, 0, 1, -2, 1, 1]

Portanto, a inversa de T é dada por T-1 (a,b,c)=(4a—2b—c,—a+b,—2a+b+c).

(d) A matriz de T em relacdo a base {Eq, E», E3} é

_
— O
— O -
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> A=[1,-1,1;1,0,0;1,1,1];

> escalona([A,eye(3)])

[ 1, -1, 1, 1, 0, O]

[ 1, 0o, 0O, o0, 1, 0]

[ 1, 1, 1, o0, 0, 1]
eliminagdo 1:

(-1)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-1)*1inha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -1, 1, 1, 0, 0]

[ o, 1, -1, -1, 1, 0]

[ o, 2, 0, -1, 0, 1]
eliminagdo 2:

(1)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(-2)*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0o, 0O, 0, 1, 0]

[ 0o, 1, -1, -1, 1, 0]

L o, o, 2, 1, -2, 1]
eliminagdo 3:

(1/2)*1inha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 0, 0, 1, 0]

[ 0, 1, -1, -1, 1, 0]

[ 0, 0, 1, 1/2, -1, 1/2]
(1)*1inha 3 + linha 2 ==> linha 2

[ 1, 0, 0, 0, 1, 0]
L o, 1, 0, -1/2, 0, 1/2]
[ O) 0, 13 1/2) _1) 1/2]

Portanto, a inversa de T é dada por T~ (a,b,c) = (b,c/2 —a/2,a/2 —b+c/2).
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7.1. Diagonalizacao de Matrizes (pdgina 422)

7.1.1.
(a) >> A=[1,1;1,1]1; (b) >> A=[1,-1;2,4]1;
>> B=A-x*eye(2) >> B=A-x*eye(2)
[1-x, 1] [1-x, -1]
[ 1, 1-x] [ 2, 4-x]
>> p=det(B) >> p=det (B)
p =-2%x+x"2 p =6-5*x+x"2
>> solve(p) >> solve(p)
(ol [2] [31[2]
>> BO=subs(B,x,0) >> B2=subs(B,x,2)
(1, 1] [-1, -1]
[1, 1] [ 2, 2]
>> escalona(B0) >> escalona(B2)
1 1 1 1
0 0 0 0
>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subs(B,x,3)
-1, 1] [-2, -1]
[1, -1] [ 2, 1]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
1 -1 1 1/2
0 0 0 0
Vo ={(-wa)[acR} Vo ={(-wa)[acR}
Vo ={(x,a) | « € R} Vs = {(—a,2a) |« € R}
(©
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>> A=[0,1,2;0,0,3;0,0,0];

>> B=A-x*eye(3)

[-x, 1, 2]
[ 0, -x, 3]
[ 0, 0, -x]
>> p=det (B)
p=—x"3

>> solve(p)
fol ol [o]

>> A=[1,0,0;-1,3,0;3,2,-2];

>> B=A-x*eye(3)
[1-x, O, 0]
[ -1, 3-x, 0]
[ 3, 2, -2-x]
>> p=det (B)

p =(1-x)*(3-x) *(-2-x)

>> solve(p)

[ 11[ 31[-2]
>> Bl=subst(B,x,1)

[ 0, 0, 0]
[-1, 2, 0]
[ 3, 2, -3]
>> escalona(B1)
[1, 0, -3/4]
[0, 1, -3/8]
[0, O, 0]

>> BO=subs(B,x,0)
(o, 1, 2]

[0, 0, 3]

[0, 0, 0]

>> escalona(B0)
[0, 1, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

Vo ={(«,0,0) |« € R}

>> Bm2=subs (B,x,-2)
[ 3, 0, 0]

[-1, 5, 0]

[ 3, 2, 0]

>> escalona(Bm2)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

>> B3=subs(B,x,3)
[-2, 0, 0]

[-1, 0, O]

[ 3, 2, -5]

>> escalona(B3)
[1, O, 0]

[0, 1, -5/2]

[0, O, 0]

V_,={(0,0,a) | « € R}
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>> A=[2,-2,3;0,3,-2;0,-1,2];

>> B=A-x*eye(3)

V1 = {(6a,3a,8x) |« € R}

Vs = {(0,5a,2a) | « € R}

>> B2=subs(B,x,2)

Sr 0% 1
[ 0, 3-x, _2] [O: _13 O]
[ O, _1, 2_}(] ] )
>> p=det(B) >> escalona(B2)
p =(2-x)*(4-5xx+x"2) %g, (1), CH
>> solve(p) [o, o, o]
[2]1[4]1[1] » 0,
>> Bl=subs(B,x,1) >> B4=subs(B,x,4)
[1, -2, 31 [-2, -2, 3]
[0, 2., -2] Lo, -1, -2]
[0, —1’ 1] (o, -1, -2]
>>,esc;10na(B1) >> escalona(B4)
(1, o, 1] [1, 0, -7/2]
[0, 1’ -1] [0, 1, 2]
[o’ o’ 0] [0, O, 0]
Vi={(-aana)|acR}
Vo ={(,0,0) |« € R}
Vy ={(7a, —4a,20) | « € R}
()
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7.1.2.

(@)

>> A=[2,2,3;1,2,1;2,-2,1];

>> B=A-x*eye(3)
[2-x, 2, 3]
[ 1, 2-x, 1]
[ 2, -2, 1-x]
>> p=det (B)

p =—8-2%x+b*x"2-x"3

>> solve(p)
[ 2]1[ 4]1[-1]

>> Bml=subs(B,x,-1)

[3, 2, 3]
[1, 3, 1]
[2, -2, 2]
>> escalona(Bm1)
[1, 0, 1]
[0, 1, 0]
[0, 0, 0]

Vo1 ={(-a,0,a) |« € R}, Vo = {(—2a, —3a,20) |« € R} e V4 = {(8a,50,20) | « € R}

>> B2=subs(B,x,2)
(o, 2, 3]

[1, o, 1]

[2, -2, -1]

>> escalona(B2)
[1, O, 1]

[0, 1, 3/2]

[0, o, 0]

>> B4=subs(B,x,4)
[-2, 2, 3]

[1, -2, 1]

[ 2, -2, -3]

>> escalona(B4)
[1, 0, -4]

[0, 1, -5/2]

[0, O, 0]
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>> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];

>> B=A-x*eye(3)
[2-x, 0, 0]
[ 3, -1-x, 0]
[ o, 4, 3-x]
>> p=det (B)

p =(2-x)*(-1-x)*(3-%)

>> solve(p)

[ 21[-11[ 31

>> Bml=subs(B,x
[3, 0, 0]

[3, 0, 0]

[0, 4, 4]

>> escalona(Bm1)
[1, 0, 0]

[0, 1, 1]

[0, 0, 0]

Vo1 ={(0,—-a,a) |« € R}. {(O

um vetor ndo nulo é L.I.

=1

>> B2=subs(B,x,2)
[0, 0, 0]

[3, -3, 0]

[0, 4, 1]

>> escalona(B2)
[1, 0, 1/4]

(o, 1, 1/4]

[0, O, 0]

>> B3=subst(B,x,3)
[-1, o0, 0]

[ 3, -4, 0]

[0, 4, 0]

>> escalona(B3)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

,—1,1)} é base para V_q, pois gera V_; ((0, —a, &) = a(0,—1,1)) e

{(—a,—a,4a) | « € R}. {(—1,—1,4)} é base para V;, pois gera V, ((—a, —a,4a) =

2 =
a(—1,—1,4)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vs = {(0,0,a) | « € R}. {(0,0,1)} é base para V3, pois gera V3 ((0,0,a) = «(0,0,1)) e um vetor

ndonulo é L.I.

(b)
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>> A=[2,3,0;0,1,0;0,0,2];
>> B=A-x*eye(3)
[2-x, 3, 0]

[ 0, 1-x, 0]

[ 0o, 0, 2-x]
>> p=det(B)

p =(2-x)"2*(1-x)
>> solve(p)

(21 [2][1]

>> Bl=subs(B,x,1)
[1, 3, 0]

[0, 0, 0]

[0, o, 1]

>> escalona(B1)
[1, 3, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[o, 3, 0]

(o, -1, 0]

[0, o0, 0]

>> escalona(B2)
[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

[0, 0, 0]

Vi = {(-3a,4,0) | « € R}. {(—3,1,0)} é base para Vy, pois gera V; ((—3a,a,0) = a(—3,1,0)) e

um vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {(«,0,B)

a, B € R} {V; =(1,0,0),V, = (0,0,1)} é base para V;, pois gera V, ((¢,0,8) =

|
«(1,0,0) + pB(0,0,1)) e é L.I. (xV; + yV, = 0 se, e somente se, (x,0,y) = (0,0,0) oux =0ey = 0).

(©

>> A=[1,2,3,4;0,-1,3,2;0,0,3,3;0,0,0,2];

>> B=A-x*eye(4)
[1-x, 2, 3, 4]

[ 0, -1-x, 3, 2]
[ o, 0, 3-x, 3]
[ o, 0, 0, 2-x]
>> p=det (B)

p =(1-x)*(2-x)* (-1-x) *(3-x%)

>> solve(p)

(110 210-11[ 3]
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>> Bml=subs(B,x,-1)

>> Bl=subs(B,x,1)

[2, 2, 3, 4] [0, 2, 3, 4]
[0, 0, 3, 2] [0, -2, 3, 2]
[0, 0, 4, 3] [o, o0, 2, 3]
[0, 0, 0, 3] [0, o0, 0, 1]
>> escalona(Bmil) >> escalona(B1)
[1, 1, 0, 0] [0, 1, 0, O]
[0, 0, 1, 0] [0, 0, 1, 0]
[0, 0, 0, 1] [0, 0, 0, 1]
[0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]
>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subst(B,x,3)
[-1, 2, 3, 4] [-2, 2, 3, 4]
[ 0, -3, 3, 2] [0, -4, 3, 2]
[0, 0, 1, 3] [0, 0,0, 3]
[0, 0, 0, 0] [0, 0,0, -1]

>> escalona(B2)
[1, 0, 0, 29/3]
(o, 1, 0, 7/3]
[0, 0, 1, 3]
[0, 0, O, 0]

>> escalona(B3)
[1, 0, -9/4, 0]
[o, 1, -3/4, 0]
[0, O, 0, 1]
[0, O, 0, 0]

Vo1 = {(-4,4,0,0) | « € R}. {(—1,1,0,0)} é base para V_q, pois gera V_; ((—a,,0,0) =
«(—1,1,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

V1 ={(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para V1, pois gera V1 ((«,0,0,0) = «(1,0,0,0)) e um
vetor ndo nulo é L.L

Vo = {(—29%, —7a,—92,30) | « € R}. {(-29,—7,-9,3)} é base para V;, pois gera V;
((=29«, =70, =9, 30) = a(—29,—7,—9,3)) e um vetor ndo nulo é L.I.

V3 = {(9a,3a,4a,0) | « € R}. {(9,3,4,0)} é base para V3, pois gera V3 ((9«, 3, 4a,0) = x(9,3,4,0))
e um vetor ndo nulo é L.I.
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>> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1];
>> B=A-x*eye(4)
[2_X9 2’ 3’ 4]

[ 0, 2-x, 3, 2]
[ 0, 0, 1-x, 1]
[ o, 0, 0, 1-x]
>> p=det (B)

p =(2-x)"2*(1-x) "2
>> solve(p)
(21 [2] [1]1[1]

>> Bl=subs(B,x,1) >> B2=subs(B,x,2)
[1, 2, 3, 4] [0, 2, 3, 4]
[0, 1, 3, 2] [0, o, 3, 2]
[0, 0, 0, 1] [o, o, -1, 1]
[0, 0, 0, 0] [0, o, 0, -1]
>> escalona(B1) >> escalona(B2)
[1, 0, -3, 0] [0, 1, 0, 0]

[o, 1, 3, 0] [0, 0, 1, 0]

(o, o, o, 1] [o, 0, 0, 1]

[0, o, 0, 0] [0, o, 0, 0]

Vi = {(Ba,—3a,2,0) | « € R}. {(3,—-3,1,0)} é base para Vy, pois gera Vi ((3a, —3a,a,0) =
«(3,—3,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para V5, pois gera V, ((«,0,0,0) = «(1,0,0,0)) e um
vetor ndo nulo é L.L

7.1.3.
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(a) > A=[1,4;1,-2]; >> p=det (B)
>> B=A-x*eye(2) p =—6+x+x"2
[1-x, 4] >> solve(p)
[ 1, -2-%] [ 21[-3]

A matriz A possui dois autovalores diferentes, logo possui dois autovetores L.I. (Proposicao 7.3 na
pégina 405). A matriz A é diagonalizavel pois, é 2 x 2 e possui dois autovetores L.I. (Teorema 7.2 na

pagina 402).
(b) >> A=[1,0;-2,11;
>> B=A-x*eye(2) >> Bil=subs(B,x,1)
[1-x, 0] [ 0, O]
[ -2, 1-x] [-2, 0]
>> p=det (B) >> escalona(numeric(B1))
p =(1-x)"2 [1, 0]
>> solve(p) (o, o]
(1] [1]

Vi1 = {(a,0) |« € R}

A matriz A ndo é diagonalizdvel pois, ndo possui dois autovetores L.I. (Teorema 7.2 na pagina 402).

(c) > A=[1,1,-2;4,0,4;1,-1,4]

A = 1 1 -2
4 0 4
1 -1 4

>> B=A-x*eye(3); p=det(B)
p =5*x"2-6%x-x"3

>> solve(p)

ans =[0][2] [3]

A matriz A possui trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.I. (Proposi¢do 7.3 na

pégina 405). A matriz A é diagonalizdvel pois, é 3 x 3 e possui trés autovetores L.I. (Teorema 7.2 na
pagina 402).
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7.1.4.

(d) >> A=[1,2,3;0,-1,2;0,0,2];

>> B=A-x*eye(3)
[1-x, 2, 3]
[ 0, -1-x, 2]
[ o, 0, 2-x]

>> p=det (B)
p =(1-x)*(-1-x)*(2-%)
>> solve(p)
[ 11[0-11[ 2]

A matriz A possui trés

autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.I. (Proposicao 7.3 na pagina 405). A matriz A
é diagonalizavel pois, é 3 X 3 e possui trés autovetores L.I. (Teorema 7.2 na pagina 402).

>> A=[1,1,2;0,1,0;0,1,3];

>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 1, 2]

[ 0, 1-x, 0]

[ o, 1, 3-x]

>> p=det (B)

p =(1-x) "2x(3-x)
>> solve(p)

[11[11([3]

>> B3=subs(B,x,3)
[ -2, 1, 2]

[ 0, -2, 0]

[ o, 1, 0]

>> escalona(B3)
[ 1, o0, -1]
[ o, 1, O]
[ o, o0, O]

>> Bil=subs(B,x,1)
(o, 1, 2]

[0, 0, 0]

[1, 1, 2]

>> escalona(B1)
(o, 1, 2]

[ 0, 0, O]

[ 0, 0, 0]

Vi = {(B, —2a,a) | o, € R}. {(1,0,0),(0,—2,1)} é base para V1, pois gera Vy ((B, —2a,a) =
«(0,—2,1) + B(1,0,0)) e sdo L.I. (um vetor ndo é multiplo escalar do outro)

V3 = {((«,0,a) | « € R}. {(1,0,1)} é base para V3, pois gera V3 ((«,0,a) = «(1,0,1)) e um vetor

nionulo é L.I.
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o O -
O = O

W o o
| |

(b) >> A=[4,2,3;2,1,2;-1,-2,0];

>> B=A-x*eye(3)
[4-x, 2, 3]

[ 2, 1-x, 2]

[ -1, -2, -x]

>> p=det (B)

p ="7*x+5*xx"2+3-x"3
>> solve(p)

[31[1][1]

>> Bl=subs(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)
[ 3, 2, 3] [1, 2, 3]

[ 2, 0, 2] [ 2, -2, 2]

[-1, -2, -1] [-1, -2, -3]

>> escalona(B1) >> escalona(B3)
[1, 0, 1] [1, 0, 5/3]

[0, 1, 0] [0, 1, 2/3]

[0, 0, 0] [0, O, 0]

Vi = {(—«,0,a) | « € R}. {(—1,0,1)} é base para Vy, pois gera V; ((—a,0,&) = #(—1,0,1)) e um
vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {(—5a, —2a,3x) | « € R}. {(—5,—2,3)} é base para V,, pois gera V, ((—5a, —2a,30) =
a(—5,—2,3)) e um vetor ndo nulo é L.I

A matriz ndo é diagonalizadvel pois s6 possui dois autovalores e cada um deles s6 possui um auto-
vetor L.I. associado (Teorema 7.2 na pagina 402).
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(c) > A=[1,2,3;0,1,0;2,1,2];

>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 2, 3]

[ 0, 1-x, 0]

[ 2, 1, 2-x]

>> p=det (B)

p =—4+x+4*x"2-x"3

>> solve(p)

[ 11[ 41[-1]
>> Bl=subst(B,x,1)

[0, 2, 3]

[0, 0, 0]

[2, 1, 1]

>> escalona(B1)
[1, 0, -1/4]
[0, 1, 3/2]
[0, O, 0]

>> Bml=subs(B,x,-1)

[2, 2, 3]
[0, 2, 0]
[2, 1, 3]
>> escalona(Bm1l)
[1, 0, 3/2]
[0, 1, 0]
[0, O, 0]
>> B4=subs(B,x,4)
[-3, 2, 3]
[ 0, -3, 0]
[2, 1, -2]
>> escalona(B4) Vo=
[1, 0, -1]
[0, 1, 0]
[0, 0, 0]

{(—3,0,2a) | « € R}. {(—3,0,2)} é base para V_1, pois gera V_; ((—3w,0,2a) = a(—3,0,2)) e um

vetor ndo nulo é L.I.

Vi = {(a, —6a,4a) | « € R}. {(1,—6,4)} é base para Vy, pois gera V; ((«, —6a,4a) = a(1,—6,4)) e

um vetor ndo nulo é L.I.

V4 = {(a,0,a) | « € R}. {(1,0,1)} é base para V4, pois gera V, ((¢,0,&) = «(1,0,1)) e um vetor

ndo nulo é L.I.
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(d) >> A=[3,-2,1;0,2,0;0,0,01;
>> B=A-x*eye(3)

>> BO=subs(B,x,0)

[3-x, -2, 1] 3, -2, 1]

[0, 2, 0]
[ 0, 2-x, 0]

[0, o0, o]
[ 0, 0, -x] >> escalona(B0)
>> p=det (B)

[1, 0, 1/3]
p =—(3-x)*(2-x)*x 0. 1 0]
>> solve(p) [O, O’ 0]
[3]1[2] [0] T
>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subs(B,x,3)
[1, -2, 1] [0, -2, 1]
[0, o0, o] [0, -1, 0]
[O: O, _2] [O: O: _3]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
[1, -2, 0] (o, 1, 0]
[0, o0, 1] [0, 0, 1]
[0, o0, 0] [0, 0, 0]

Vo = {(—«,0,3a) | « € R}. {(—1,0,3)} é base para V), pois gera Vo ((—«,0,30) = a(—1,0,3)) e
um vetor ndo nulo é L.I.

Vo ={(2a,a,0) | « € R}. {(2,1,0)} é base para V, pois gera V, ((2a,,0) = «(2,1,0)) e um vetor
ndonuloé L.L

V3 = {(«,0,0) | « € R}. {(1,0,0)} é base para V3, pois gera V3 ((¢,0,0) = «(1,0,0)) e um vetor
naonulo é L.L

o o o
o N O

W o O
| |

71.5. (a) >> Vi=[-4,-4,-1]";
>> v2=[5,4,1]7;
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7.1.6.

(b)

>> V3=[5,3,1]";

>> A=sym([-1/3,-5/6,20/3;-2/3,-1/6,16/3;-1/6,-1/6,11/61);
>> [AxV1,A*V2,A*V3]

[ -2, 5/3, 5/2] [ -2, 4/3, 3/21 [ -1/2, 1/3, 1/2]

Se V é autovetor de A entdo AV = AV, ou seja, AV é um multiplo escalar de V. Assim, concluimos
que Vj é autovetor associado a Ay = 1/2, V, é autovetor associado a A; = 1/3 e V3 é autovetor
associadoa A3 = 1/2.

V1 e V3 sdo autovetores associados a 1/2 e V, associado a 1/3. Como {V;,V3} é L.I. (um néo é
multiplo escalar do outro) e ao juntarmos autovetores L.I. associados a diferentes autovalores eles
continuam L.I., entdo a matriz A tem 3 autovetores L.I. Como ela é 3 x 3, é portanto diagonalizdvel.

7.1.7. As matrizes dos itens (a) e (b) estdo na forma canonica de Jordan.

7.1.8. (a) O polindmio caracteristico de A é claramente p(A) = —(A —2)?(A +1)3. Assim, os autovalores da

matrizsdo Ay =2e Ay, = —1.

>> A=[2,5,0,0,0;0,2,0,0,0;0,0,-1,0,-1;
0,0,0,-1,0;0,0,0,0,-1]; A=sym(A);
>> N21=null (A-2*eye(5))

N21 = -1
0
0
0
0
>> N22=null ((A-2*eye(5))"2)
N22 =1 0
0 1
0 0
0 0
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0 0
>> Nmll=null (A+eye(5))
Nmi11 =0 0
0 0
-1 0
0 1
0 0
>> Nm12=null((A+eye(5))"2)
Nm12 =0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

A menos da ordem dos blocos a tinica forma canénica de Jordan possivel é

20 0 0 O
12 0 0 O
0 0 -1 0 0
0 0 1 -1 0
00 0 0 -1

(b) O polinémio caracteristico de A é claramente p(A) = (A —2)3(A +1). Assim, os autovalores da
matrizsdo Ay =2e Ay, = —1.

>> A=[2,0,0,0,0,0;1,2,0,0,0,0;
-1,0,2,0,0,0;0,1,0,2,0,0;
1,1,1,1,2,0;0,0,0,0,1,-1]; A=sym(A);
>> N21=null (A-2*eye(6))
N21 =[ 0, O]

[ o0, 0]

[ o, -1]
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[ o, 1]

[ 3, 0]

[ 1, 0]
>> N22=null ((A-2*eye(6))"2)
N22 =[ 0, 0, 0]

[ o, 0, O]
[ -9, -1, 3]
[ o, 1, o]
[ o, 0, 1]
[ 1, 0, 0]

>> N23=null((A-2xeye(6))"3)

[ 0, 0, 0, 0]

[ -3/2, -27/2, -3/2, 9/2]

[ 0, 0, 1, 0]

[ 1, o, 0, 0]

[ 0, 0, 0, 1]

[ 0, 1, 0, 0]

>> N24=null ((A-2xeye(6))"4)

N24 =[ 1, 0, 0, o, 0]
[ -5/3, 9/2, -27/2, -3/2, -3/2]
[ 0, 0, 0, 0, 1]
[ 0, 0, 0, 1, 0]
[ 0, 1, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 1, 0, 0l
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A menos da ordem dos blocos a tinica forma candnica de Jordan possivel é

SO OO~ N

SO O —~,DNO

OO RLrNOO

SO PNO OO

ONO O OO

—_ OO oo O

(c) O polinémio caracteristico de A é claramente p(A) = (A +1)3(A +4). Assim, os autovalores da

matrizsdo A = —le A, = —4.

>> A=[-1,1,-1,-3,-1,7;0,-1,1,2,3,2;
0,0,-1,0,-2,1;0,0,0,-1,1,-2;

0,0,0,0,-1,3;0,0,0,0,0,-4]; A=sym(A);

>> Nm11l=null (A+eye(6))

L o,

-

|
OO FPLrNOO=Z0O0OO0OFr N+

-

[

[ I s T e B e B |

-

\4
\4

-

-

-

-

L
L
C
L
L
L
>
C

1]
0]
0]
0]
0]
0]

1,

>

>

O O O O

B

o

>

0,

B

>

O O O -

B

0,

m12=null ((A+eye(6))"2)

0]
0]
-2]
0]
1]
0]

> Nm13=null((A+eye(6))"3)
0, 0, 0, O,

1]
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(Lo, 0,1, 0, 0]

(o, 1, 0, 0, 0]

[0, 0, 0, 1, 0]

[1, 0, 0, O, O]

[0, 0, 0, 0, 0]

A menos da ordem dos blocos as possiveis formas canonicas de Jordan sdo
-1 0 0 0 0 © -1 0 0 0 0 O
1 -1 0 0 0 O 1 -1 0 0 0 O
o 0 -1 0 0 © o 0 -1 0 0 O
o 0o 1 -1 0 of ® | 0 0 0-1 0 0
o 0 o0 0 -1 0 o 0 o0 0 -1 0
o 0 0 0 0 —4 o 0 0 0 0 —4

(d) O polindémio caracteristico de A é claramente p(A) = (A —1)7(A — 3). Assim, os autovalores da
matrizsdo Ay =le A, =3.

>> A=[1,1,0,0,-1,0,4,0;

0,1,1,-1,-1,-3,3,-4;
0,0,1,0,1,1,-2,1;
0,0,0,1,1,1,-4,-5;
0,0,0,0,1,0,-1,-5;
0,0,0,0,0,1,1,-1;
0,0,0,0,0,0,1,-2;
0,0,0,0,0,0,0,3] ;A=sym(A);
>> N11l=null(A-eye(8))
[ 1, 0, 0]

[ o, 0, -1]

[ o, 1, 2]

[ o, 1, 0]

[ o, 0, -1]
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1]
0]
0]

0,
0,
0,

o O O

—_

null ((A-eye(8))"2)

>> N12

>
B

0]
0]
, 4]
0]
0]
0]

B
B
B

0
0
3
0
0
1
0,
0,

B
B
B
B
B
B

0
1
0
0
0
0
0,
0,

o & A & & A & =

O O+ +H O O OO

a o e o« ENEEEN

— O O O O O O O
O O +H O+ O O O

o

~

m

<

AN oo
m.owOOOOOlOO
N & & a& & & & @ =«
OO O+ OO O O O
Y

I OO O+ OO OO
<q

N~ & & o o o o o =«
/thOOOOOO
N o & a o a o @« =«
mOOOOOOlO
I & & & o &« & «o o«
BOlOOOOOO
= e e A a e A A .
>00001000

>
L
L
L
C
L
L
L
L

A menos da ordem dos blocos as possiveis formas canonicas de Jordan sdo

1 00 0O0O0O0O
1100 0O0O00O0
01100000
000100 O0°0O0

00011000

0 000O0OT1TO0OTFPO

000 O0O0OO0OT1@PO0

000 O0O0O0OTO0O 3

7

1 00 00O0O0O
11000 000O0
01 1000O00O0
0 0010O0O00O0

0 0001O0TO0TO

0 000O0O1TO0TFPO

0 000O0O0OT1FPO

000 O0OO0O0OTO0 3
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10000000 10000000
11000000 11000000
01100000 01100000
00010000 00010000
00011000 [00011000
00000100 00001100
00000110 00000010
(00000003|] [00000O0GO0O0 3|

7.1.9. >> B=randi(2), A=[B-B’,zeros(2,1);zeros(1,2),randi]

B= 5 -1
3 0

A= 0 -4 0
4 0 0
0 0 -3

>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = —-3*x72-x"3-48-16%*x
ans = [ -3][ 4*i][ -4xi]
>> escalona(A+3*eye(3))
ans =[ 1, 0, 0]
[ 0, 1, 0]
[ 0, 0, O]

A matriz A ndo é diagonalizavel pois ela s6 tem um autovalor e auto espaco associado a este autovalor
tem dimensdo 2. Assim, ndo é possivel encontrar 3 autovetores L.I.

7.1.10. >> L=[eye(2),zeros(2,1);randi(1,2),0]; A=LxL’

A= 1 0 2
0 1 -2
2 -2 8

>> syms x, p=det(A-x*xeye(3)), solve(p)
p = -9*x+10%x"2-x"3

Introdugao a Algebra Linear Julho 2010



Capitulo 7. Diagonalizacio 583

ans = [ 0][ 11[ 9]

>> escalona(A)

ans =[ 1, 0, 2]
[ o, 1, -2]
[ o, 0, O]

O autoespago associado ao autovalor A =0 é
Vo ={(—2a,20,a) | « € R}.

Assim, {V; = (—2,2,1)} é um conjunto com o maior niamero possivel de autovetores L.I. associado a
A =0.

>> escalona(A-eye(3))
ans =[ 1, -1, 0]

[ o, o0, 1]

[ o, 0, 0]

O autoespago associado ao autovalor A =1 é
Vi = {(a,a,0) | € R}.

Assim, {V, = (1,1,0)} é um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.I. associado a

A=1.

>> escalona(A-9*eye(3))

ans =[ 1, 0, -1/4]
[ 0, 1, 1/4]
[ 0, 0, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =9 é
Vo = {(a, —,4a) | « € R}.

Assim, {V3 = (1,—1,4)} é um conjunto com o maior numero possivel de autovetores L.I. associado a
A=09.
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>> Vi=[-2,2,1];V2=[1,1,01;V3=[1,-1,4];
>> P=[V1’,V2’,V3’], D=diag([0,1,9])

P=-2 1 1
2 1 -1
1 0 4
D= 0 0 0
0 1 0
0 0 9
>> inv (P)*A*P
ans = 0 0 0
0 1 0
0 0 9
>> [P,D]=eig(sym(A))

P=[-1, -2, 1]
[ 1, 2, 1]
[ -4, 1, 0]
D =[9, 0, 0]
[ 0, 0, 0]
[ 0, 0, 1]

Os elementos da diagonal da matriz D tém que ser os autovalores de A. As matrizes D podem diferir na
ordem com que os autovalores aparecem. As colunas de P sdo autovetores associados aos autovalores
que aparecem nas colunas correspondentes de D. Assim, fazendo uma reordenacdo das colunas das
matrizes P e D de forma que as matrizes D sejam iguais, as colunas de uma matriz P sdo multiplos
escalares das colunas correspondentes da outra matriz P.

7.2. Diagonalizacao de Matrizes Simétricas (pagina 437)
7.2.1.

(a) >> A=[2,2;2,2];
>> B=A-x*eye(2)
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(b)

[2-x, 2]

[ 2, 2-x]

>> p=det (B)

p =—4*x+x"2

>> solve(p)

(0] [4]

>> BO=subs(B,x,0) >> B4=subs(B,x,4)
[2, 2] [-2, 2]

[2, 2] [ 2, -2]

>> escalona(B0) >> escalona(B4)
[1, 1] [1, -1]

[0, 0] fo, ol

Vo = {(—a,a) | « € R}. {V; = (—1,1)} é base para Vy, pois gera Vo ((—a,a) = a(—1,1)) e um
vetor ndo nulo é L.I. Seja Wy = (1/[|V1||)V1 = (—=1/v2,1/3/2). {W; = (=1/v/2,1/+/2)} é base
ortonormal de V.

Vi ={(a,a) | &« € R}. {V, = (1,1)} é base para V4, pois gera V4 ((«, ) = «(1,1)) e um vetor ndo

nulo é LI Seja W, = (1/||Va||)Va2 = (1/+/2,1/V/2). {W> = (1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de
V4.

p_ | 1/V2 1/V2 e D
1/v2 1/v2

Il
—
o o
=~ O
[E—

>> A=[2,1;1,2];
>> B=A-x*eye(2)
[2-x, 1]

[ 1, 2-x]

>> p=det (B)

p =3-4*x+x"2
>> solve(p)
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[3][1]

>> Bl=subs(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)
[1, 1] [-1, 1]

[1, 1] [1, -1]

>> escalona(numeric(B1)) >> escalona(B3)

[1, 1] [1, -1]

[0, 0] [0, 0]

Vi =A{(—a,a) | « € R}. {V; = (—1,1)} ébase para V1, pois gera Vi ((—a,a) = a(—1,1)) e um
vetor ndo nulo é L.I. Seja Wy = (1/[|V1||)V1 = (=1/v2,1//2). {W; = (=1/+v/2,1/+/2)} é base
ortonormal de V;.

Vs = {(0,a) | « € R}. {V, = (1,1)} é base para V3, pois gera V3 ((a,a) = «(1,1)) e um vetor ndo

nulo é L. Seja Wy = (1/||Va|)V2 = (1/v2,1/v/2). {Wo = (1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de
Vs.

p_ | ~1/V2 1/V2
CLo1/vV2 12

w o
-

(c) > A=[0,0,1;0,0,0;1,0,0];
>> B=A-x*eye(3)

>> BO=subs(B,x,0)

0, 0, 1
[-x, 0, 1] EO 0 0%
[ 0, -x, O] [1’ O, 0]
[1, 0, —-x] >> escalona(B0)
>> p=det (B) [1, 0, O]
p =-x"3+x 0. 0, 1]
>> solve(p) [O’ O’ 0]
[ 01[-11T 1] S
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>> Bml=subs(B,x,-1)

>> Bl=subs(B,x,1)

[1, 0, 1] [-1, o0, 1]
[0, 1, 0] [0, -1, 0]
[1, 0, 1] [1, 0, -1]
>> escalona(Bm1) >> escalona(B1)
[1, 0, 1] [1, 0, -1]

[0, 1, 0] [0, 1, 0]

[0, 0, 0] [0, 0, 0]
Vo = {(0,4,0) | « € R}. {V; = (0,1,0)} é base para V, pois gera Vo ((0,&,0) = «(0,1,0)) e um
vetor ndo nulo é L.I. {V; = (0,1,0)} é base ortonormal de Vy, pois ||V;]|| = 1.

Vo1 = {(—a,0,0) | « € R}. {V» = (—1,0,1)} é base para V_1, pois gera V_; ((—«a,0,a) =
#(—1,0,1)) e um vetor ndo nulo é LI Seja W, = (1/[|V2|)Va = (=1/v/2,0,1/3/2). {W, =
(—1/\@, 0, 1/\@)} é base ortonormal de V_.

Vi ={(a,0,a) | « € R}. {V3 = (1,0,1)} é base para Vy, pois gera Vi ((«,0,a) = a(1,0,1)) e um

vetor nao nulo é L.I. Seja W3 = (1/]|V3]|)V3 = (1/+/2,0,1/3/2). {W3 = (1/+/2,0,1/+/2)} é base
ortonormal de V.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais
(Proposicao 7.7 na pagina 431). Portanto, {W;, Wy, W3} é uma base ortonormal de autovetores de

1 0 0

0 —1/v2 1/V2
P = e D =
{o 1/v2 1/\@]

coco
|
oo

= O O
S|
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(d) >»> A=[0,0,0;0,2,2;0,2,2];

>> 1 B
>> B=A-x*eye(3) escalona(B0)

[-x, 0, 0] o, 1. 4
[0, 0, 0]
[ 0, 2-x, 2]
[0 2, 2-x] 0, 9. o
, , >> B4=subs(B,x,4)
>> p=det(B) [-4, 0, 0]
P =—x*(—4*X+XA2) [ 0, —2, 2]
>> solve(p) L
[0, 2, -2]
[0] [0] [4] >> escalona(B4)
>> BO=subs(B,x,0)
[1, 0, o]
[O, O’ 0]
(o, 1, -1]
(o, 2, 2] [0, o, 0]
[O’ 2, 2] 3 s

Vo = {(a0,=B,B) | &,.p € R}. {Vy = (1,0,0),V» = (0,—1,1)} é base para Vj, pois gera
Vo (0, —B,B) = «(1,0,0) + B(0,—1,1)) e é LI (xV; +yVo = 0 se, e somente se, (x,—y,y) =
(0,0,0) oux = 0ey = 0). Sgjam Wy = Vi, W, = Vo — projy, Vo = Vo, =0 = V. Se-
jam U = (1/|[[Wil[)Wp = Wy = Vi = (1,0,0) e Lh = (1/|[Wa])W2 = (0,-1/v2,1/V2).
{U; = (1,0,0), U, = ((0, —1/\5,1/\5)} ¢é base ortonormal de V.

Vs = {(0,a,a) | « € R}. {V3 =(0,1,1)} é base para Vy, pois gera V4 ((0,a,a) = «(0,1,1)) e um
vetor nao nulo é L.I. Seja Uz = (1/||V3]|)Va = (0,1/v/2,1/+/2). {U3 = (0,1/+/2,1/+/2)} é base
ortonormal de V4. Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes
sdo ortogonais (Proposi¢do 7.7 na pagina 431). Portanto, {Uj, Uy, U3} é uma base ortonormal de
autovetores de A.

1 0 0 000
P=1|0 —1/vV2 1/V2 e D=0 0 0
0 1/v2 1/v2 0 0 4
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(e) > A=[1,1,0;1,1,0;0,0,1]

>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 1, 0]

[ 1, 1-x, 0]

[ 0, 0, 1-x]

>> p=det (B)

P =—2*x+3*x"2-x"3

>> solve(p)

[0] [1][2]

>> Bl=subs(B,x,1)
[0, 1, 0]

[1, 0, 0]

[0, 0, 0]

>> escalona(B1)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

B

>> BO=subs (B, x,0)
[1, 1, 0]

[1, 1, 0]

[0, 0, 1]

>> escalona(B0)
(1, 1, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[-1, 1, 0]

[1, -1, 0]

[0, 0, -1]

>> escalona(B2)
[1, -1, 0]

[0, o0, 1]

[0, o0, 0]

Vo={(—a,a,0) | a € R}. {V; =(—1,1,0)} é base para V, pois gera Vo ((—a,,0) = a(—1,1,0)) e
um vetor nao nulo é L.I. Seja Uy = (1/||V1]||)Vh = (=1/v/2,1/+/2,0). {U; = (—=1/v/2,1//2,0)} é

base ortonormal de V.

Vi ={(0,0,a) | « € R}. {V, = (0,0,1)} é base para Vi, pois gera V; ((0,0,a) = «(0,0,1)) e um
vetor ndo nulo é L.I. Seja W, = (1/||V2||)V2 = (0,0,1). {W, = (0,0,1)} é base ortonormal de V.

Vo = {(a,a,0) | « € R}. {V3 = (1,1,0)} é base para Vy, pois gera V1 ((«,«,0) = «(1,1,0)) e um
vetor ndo nulo é L.I. Seja W3 = (1/]|V3]|)Va = (1/v2,1/+/2,0). {W3 = (1/v/2,1/+/2,0)} é base

ortonormal de V5.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais
(Proposicao 7.7 na pagina 431). Portanto, {W;, W, W3} é uma base ortonormal de autovetores de
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() > A=[2,1,1;1,2,1;1,1,2];

1/vV/2 0 1/V2 D=

01 0

o O O
O = O

[ -1/v2 0 1/\5]
P = e

N O O
| I

>>
>> B=A-x*eye(3) escalona(B1)

S 1, 1, 1)

L1, 2=, il [0, 0, 0]

>[> Il,;dett];f_}d >> B4=subst (B,x,4)
p =4-9%x+6%x"2-x"3 E_f _;’ ﬂ

>> solve(p) [ 1’ 1’ 2]

[4] [11[1] ’

>> Bi=subs(B,x,1) >> escalona(B4)
(L1 1] (1, 0, -1]

[1, 1, 1] o, 1, -1l

(1, 1, 1] o, 0, ol

Vi ={(-a—BapB) | a,p € R}). {V; = (-1,1,0),Vo = (—1,0,1)} é base para V;, pois gera
Vo ((—a — B,a,B) = a(—1,1,0) + B(—1,0,1)) e é LI(um vetor ndo é mdaltiplo escalar do ou-
tro). Sejam Wy = Vi, W, = V. —pro]lez =V, —(-1/2,1/2,0) = (-1/2,-1/2,1). Sejam
U = (1/[[Wilhwr = (=1/v2,1/v/2,0) e Uy = (1/|[Wa] )Wz = (=, — ﬁ,*) {Uy, Uz} ¢
base ortonormal de V.

Vy = {(a,a,a) | « € R}. {V3 = (1,1,1)} é base para V4, pois gera V4 ((a, 0, &) = a(1,1,1)) e um
vetor ndo nulo é L.I. Seja Uz = (1/||V3||)V5 = (1/+/3,1/4/3,1//3). {U3 = (1//3,1//3,1//3)}

é base ortonormal de V4. Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores dife-
rentes sdo ortogonais (Proposi¢do 7.7 na pagina 431). Portanto, { U, Uy, U3 } é uma base ortonormal
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de autovetores de A.

—V2/2 —\6/6 +/3/3 100
P = V2/2 —\/6/6 \@/3] e D=|01 0]
0 V6/3 V3/3 0 0 4
(g) > A=[1,2,0,0;2,1,0,0;0,0,1,2;0,0,2,1];

>> B=A-x*eye(4)
[1-x, 2, 0, 0]
[ 2, 1-x, 0, 0]
[ o, o0, 1-x, 2]
[ o, 0, 2, 1-x]
>> p=det (B)
p =9+12%x-2%x"2-4xx"3+x"4
>> solve(p)
[(-11[-11C 31[ 31]
>> Bml=subs(B,x,-1) >> B3=subs(B,x,3)
[2, 2, 0, 0] [-2, 2, 0, 0]
[2, 2, 0, 0] [ 2, -2, 0, 0]
[0, 0, 2, 2] [0, 0, -2, 2]
[0, 0, 2, 2] [0, 0, 2, -2]
>> escalona(Bm1) >> escalona(B3)
[1, 1, 0, 0] [1, -1, 0, O]
[0, o, 1, 1] [o, o, 1, -1]
[0, 0, 0, 0] [o, o0, 0, o]
[0, 0, 0, O] [o, o0, 0, 0l

Vo1 =A{(—a,a,—B,B) | o, € R}. {V; = (-1,1,0,0),V, = (0,0,—1,1)} é base para V_1, pois
geraV_y ((—a,a,—B,B) = a(—1,1,0,0) + B(0,0,—1,1)) e é L.L(um vetor ndo é multiplo escalar
do outro). Sejam Wy = Vi, W, = V5 — projy, Vo = V5 —0 = V. Sejam Uy = (1/||Wy||)W; =

(=1/v/2,1/+/2,0,0) e Uy = (1/||[W,|[)W, = (0,0, —1/+/2,1/+/2). {U;,U,} é base ortonormal de
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V_i1.

Vs = {(,a,B8,B) | &, € R}. {V3 = (1,1,0,0),V4 = (0,0,1,1)} é base para V3, pois gera V_;
((a, 2, B,B) = «(1,1,0,0) + B(0,0,1,1)) e é L.L(um vetor ndo é multiplo escalar do outro). Sejam
W3 = V3, Wy = Vy — projy, Vo = V4 — 0 = Vj. Sejam Uz = (1/||W3||)W; = (1/4/2,1/4/2,0,0) e
Uy = (1/||Wa] )Wy = (0,0,1/4/2,1/+/2). {U;,U,} é base ortonormal de V3. Como a matriz A é
simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposicdo 7.7 na pagina
431). Portanto, {U7, U, U3, Uy} é uma base ortonormal de autovetores de A.

-1/v2 0 1/v2 0 -1 00 0
P 1/V2 0 1/v2 0 D— 0 -1 00
N 0 —1/2 0 1/v2 - 0 0 30
0 1/v/2 0 1/v2 0 0 0 3
(h) >> A=[0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,1;0,0,1,0]; >> BO=subs(B,x,0)

>> B=A-x*eye(4) [0, 0, 0, 0]
[-x, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]
[0, -=x, 0, 0] [0, 0, 0, 1]
[0, 0, -x, 1] [0, 0, 1, 0]

[0, 0, 1, -x] >> escalona(BO0)
>> p=det (B) [0, 0, 1, 0]
p =x"2%(x"2-1) [0, o, o, 1]
>> solve(p) [0, 0, 0, 0]
Lolfoll 1]1[-1] [0, 0, 0, 0]
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>> =
>> Bmi=subs(B,x,-1) Bi=subs(B,x,1)

[1, 0, 0, O] ?E1_ 0, 0, 0]
[0, 1, 0, 0] [ o’ —1’ O’ 0]
0. 0. 1, 1] [0, 0, -1, 1]
0. 0. 1, 1] [0, 0, 1. -1]
>> escalona(Bml) >> ;scaionaEBl)
[1, 0, 0, 0] [1, 0, 0, O]
[0, 1, 0, 0] [0, 1, 0, 0]
(0, 0, 1, 1] [o’ o’ 1, -1]
[0, 0, 0, 0] 0. 0. 0, 0]

Vo = {(«,8,0,0) | «,p € R}. {V; = (1,0,0,0),V> = (0,1,0,0)} é base para V, pois gera V_;
((«,,0,0) = «(1,0,0,0) + 4(0,1,0,0)) e é L.L.(um vetor ndo é multiplo escalar do outro). Clara-
mente V; - V, = 0 e possuem norma igual a 1. Sejam Uy = V; e Uy = V5. {Uy, Uy} é base ortonormal
de Vo.

Vi = {(0,0,—a,a) | « € R}. {V3 = (0,0,—1,1)} é base para V;, pois gera V; ((0,0, —a, ) =
«(0,0,—1,1)) e um vetor nao nulo é LI Seja U3 = (1/||V3]|)V3 = (0,0,-1/v/2,1/v/2). {U3 =
(0,0,—1/+/2,1//2)} é base ortonormal de V.

Vo1 = {(0,0,0,a) | « € R}. {V4 = (0,0,1,1)} é base para V_q, pois gera V_1 ((0,0,a,a) =
«(0,0,1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Uy = (1/[|V4||)Va = (0,0,1/v/2,1/+/2). {Uy =
(0,0,1/ V2,1/ \ﬁ)} é base ortonormal de V_;. Como a matriz A é simétrica, autovetores associados
a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposi¢do 7.7 na pagina 431). Portanto, {U;, Up, U3, Uy } €
uma base ortonormal de autovetores de A.

10 0 0
01 0 0

P=10 0 -1/v2 1/v2 e D=
00 1/vV2 1/V2

7.2.2. Como a matriz é simétrica ela é diagonalizdvel. Além disso, também por ser simétrica, autovetores asso-

o o oo
o O OO
(=R e N}
_ o O O
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ciados a autovalores diferentes sdo ortogonais. Assim basta ortogonalizar dentro de cada autoespago.

>> Wi=V1;

>> W2=V2-proj(Wi,V2)
w2=1010 2, -1, 0, 2]
>> W3=V3;

>> W4=V4-proj(W3,V4)
wa = [ -1, -2, -2, 0]
>> Ul=W1/no(W1)

Ul = [ 0, 2/3, -2/3,

>> U2=W2/no (W2)
U2 =1[ 2/3, -1/3,
>> U3=W3/no (W3)

U3 = [ -2/3, 0, 1/3,

P=[U U Uz U] =

7.3. Aplicacao ao Estudo de Conicas (pdgina 455)

7.3.1. >> A=[9,-2;-2,6];
>> syms x y; X=[x;y];

>> expr=simplify(X.’*A*xX-30)

9x? —4xy+6y>—30
>> [P,D]=diagonal (A)

_[ v5/5 —2v5/5

P=12v5/5 5/5

0
2/3
-2/3
1/3

2/3
-1/3
0
2/3

-2/3 1/3
0 2/3
1/3 2/3

2/3

0

SO ON

o NO

O N OO

= o o o
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D=[5, 0]

[0,10]
>> syms x1 yi1; X1=[x1;y1];
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

5x12+10y;2 — 30
>> expr=expr/30
x12/6+112/3 -1
>> elipse(sqrt(6),sqrt(3),P)
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7.3.2. >> A=[3,-4;-4,-12];
>> expr=simplify(X.’*A*X+81)

3x% —8xy—12y> + 81
>> [P,D]=diagonal (A)

p_ V17/17  —4/17/17
| 4Vv17/17 V17/17

0,4]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—13x12 +4y,> + 81
>> expr=expr/81
—gx’+ g+l

>> hiperbx(9/sqrt(13),9/2,P)
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y

>y

2L

<Y

4l

6L

-8
8
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7.3.3. >> A=[2,-2;-2,-1];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+24)

2x% —dxy —y*+24
>> [P,D]=diagonal (A)

p_| VB/5 —2V5/5
1 2v6/5 1V5/5

D =[-2, 0]
[ 0, 3]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—2x12 +3y 2 +24

>> expr=expr/24
—x12/12+11%2/8+ 1

>> hiperbx(sqrt(12),sqrt(8),P)
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7.34. >> A=[21,3;3,13];
>> expr=simplify(X.’*A*X-132)

21x% +6xy + 13y* — 132
>> [P,D]=diagonal (A)

V10/10  3v/10/10

P=1 _3/10/10 +10/10
D=[12, 0]
[ 0,22]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
1212 + 22112 — 132

>> expr=expr/132

x2 /11 +y2/6 -1

>> elipse(sqrt(11),sqrt(6),P)
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2L

<Y

2L

3L

4l

5 . . . . . . . ,
4
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7.3.5. >> A=[4,-10;-10,25];

>> K=[-15,-6];

>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X)

4x%2 —20xy + 259> —15x — 6y
>> [P,D]=diagonal(A)

5 2

»V29 —%+V29

pP= 2 5
59 29 V29
D =[0, 0]
[0, 29]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
29112 —3v/29x,

>> expr=expr/29

i — % V291

>> parabx(3/(4*sqrt(29)),P)
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7.3.6. >> A=[9,3;3,1]; K=[-10%10"(1/2),10%10"(1/2)];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+90)

9x2 4+ 6xy 4 y2 — 10 /10x + 10 /10y + 90
>> [P,D]=diagonal (A)

V10/10  3v/10/10
—3v/10/10 +/10/10

D=[O: O]

[0, 10]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

10y;12 —20y; —40x; + 90

P:

EDU» expr=subst (expr,yl,y2+1)
10,2 + 80 — 40 x;

>> expr=subst (expr,x1,x2+2)
10y — 40 x

>> expr=expr/10

¥t —4x

>> paraby(1,P, [2;1])
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151

05

-15r

-1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3

2L
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7.3.7. >> A=[5,-3;-3,5];
>> K=[-30%(2)"(1/2),18%(2)"(1/2)1;
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+82)

5x2 —6xy +5y% —30/2x 4 18 /2y + 82
>> [P,D]=diagonal(A)

p_ | V2/2 —Vv2/2
V272 V2/2
D =[2, 0]

[0, 8]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
2x12 +8y12 —12x; +48y; +82

>> X0=[3;-3];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2372 — 84 8152
>> expr=expr/8
02 /4—1+y)?
>> elipse(2,1,P,X0)
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7.3.8. >> A=[5,6;6,0];
>> K=[-12%(13)"(1/2),0];
>> expr=simplify(X.’*A*X+K*X-36)

5x%+12xy — 12/13x — 36
>> [P,D]=diagonal(A)

p_ [ 2/VI3 3/V13
| -3/V13 2/V13

D =[-4, 0]
[ o, 9]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—4x12+9y,2 —24x; — 36y, — 36

>> X0=[-3;2];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—4 x22 — 36 + 9y22

>> expr=expr/36
—x%/9 — 14,2 /4

>> hiperby(2,3,P,X0)
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-4 L L L L L L
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7.3.9. >> A=[6,-2;-2,9];
>> K=[-4%5"(1/2) ,-18%5"(1/2)1;
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X-5)

6x2 —4xy+9y> —4+/5x — 185y — 5
>> [P,D]=diagonal(A)

p_|2/V5 —1/V5
Tl 1/VE 2/45
D =[5, O]

[0, 10]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
5x12 +10y,2 —26x; —32y; —5

>> X0=[26/10;32/20];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

5x,% — 32 4+ 10y,?
>> expr=expr*5/322
25 2 25 2

>> elipse(sqrt(322)/5,sqrt(161)/5,P,X0)
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7.3.10. >> A=[1,3"(1/2);3"(1/2),-1];
>> K=[6,0];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X)

x2+2xyv/3—y? +6x
>> [P,D]=diagonal(A)
p_ | V32 -1/2
1/2  V/3/2

D =[ 2, 0]

[ 0,-2]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)
2x12 —2y12+3/3x; — 3y,

>> X0=[-3%37(1/2)/4;-3/4]1;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)
2x02 —9/4 — 2,2

>> expr=expr*4/9

§x2? —1-§ys’

>> hiperbx(3/sqrt(8),3/sqrt(8),P,X0)
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<

>y

2L

3L

-4
4
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7.3.11. >> A=[8,-8;-8,8];
>> K=[33*%27(1/2),-31*%2"(1/2)];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+70)

8x2 — 16 xy +8y> +33v/2x — 312y + 70
>> [P,D]=diagonal (A)
b [ V2/2 —V2/2 ]

V2/2 V2/2

D =[0, 0]
[0, 16]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

16y12 +2x1 — 64y, + 70

>> expr=subst (expr,yl,y2+2)
162> +6+2x

>> expr=subst (expr,x1,x2-3)
16 Y22 + 2 x,

>> expr=expr/16

y22 +x2/8

>> parabx(-1/32,P, [-3;2])
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7.3.12. >> A=[1,-3;-3,-7];
>> K=[10,2];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+9)

x> —6xy—7y>+10x+2y+9

>> [P,D]=diagonal (A)

. [ 1/v10 —3/\@]
3/V10  1/V10

D =[-8, 0]
[0, 2]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—8x1% +2y12 + & V10x; — & 10y, +9

>> X0=[1/10"(1/2);7/10"(1/2)]1;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—81x2 —|—2y22
>> hiperby(4,1,P,X0,°d’)

Esta é uma conica degenerada. A equacdo representa as duas retas y""? = 4x"2, ou y” = +£2x"".
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x

2L

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4

2L

4l
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